
Report　of　the　National　Research　lnstitute　for　Earth　Science颪nd　Disaster　Prevention，No・48；October199ユ

528．2：528．27／28：5S1．262

PhysicalgeodesyofNe㎜㎝n，sbo㎜dary－Yalueprobl㎝
　　　　　　　　　　　　　for　GpS－based　gmvimetries

By

Y血io　HAGIWARAホ

肋伽舳げθ∫ωκ〃舳ケ肋伽肋κ肋∫伽舳α〃ゴ1）ゴ∫狐〃1〕榊θ〃o仏1吻〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstmct

　　　Recent　development　of　the　GPS　sate11ite　technique　has　made　it　possib1e　t0

determine　the　three－dimensional　geodetic　position　of　points　on　the　Earth’s　surface．In

the　conventional　way　of　geodesy　the　geoid　was　a　basis　for　determining　the　geodetic

position，At　that　time　we　dea1t　with　the　geoid－based　theory　of　physica1geodesy　using

the　Stokes　and　the　Vening－Meinesz　integra1formulas　with　gravity　anoma1y．In　the

sate1lite　age　another　quantity，“gravity　disturbance”，which　is　defined　direct1y　on　the

Earth’s　surface，is　used　instead　of　gravity　anomaly．The　Neumann　boundary－value

prob1em　and　its　inverse　prob1em　are　formulated　here　using　the　Neumam　and　the

modified　Vening－Meinesz　integral　formu1as　with　gravity　disturbance，estimating　the

trmcation　error　of　numerica1integrations，and　taking　the　Molodenskii　terrain

correction　terms　into　consideration．Furthermore，the　Cartesian　coordinate　approxi－

mation　for　practical　calculations　of　GPS－based　physica1geodesy　is　introduced．

K6y　words： gravity　disturbance，一GPS（G1oba1Positioning　System），Neumann’s　boundary

－va1ue　problem，physica1geodesy．

1．　Introd11ction

　　　　One　of　the　major　prob1ems　that　faced　physica1geodesists　was　the　determination　of

the　geoid　from　a　set　of　geodetic　and　gravity　data，unti1sate11ite　techniques　became

app1icab1e　for　geodetic　measurements．Unti1that　time　geodetic　measurements　were

reduced　to　the　geoid　by　so1ving　the　geodetic　bomdary－va1ue　prob1em　through　the

Stokes　and　Vening－Meinesz　integrals．The　geoid　was　then　a　basis　for　determining

geodetic　positions　on　the　Earth’s　surface．Howe▽er，the　geoid　is　an　imaginary　surface　in

1and　areas　as　defined　by　an　equipotentia1extension　landward　from　the　quasi－stationary

sea　surface．Despite　the　fact　that　the　theoretical　aspect　of　physica1geodesy　was　made

c1ear　by　the　Mo1odenskii　approach（Molodenskii　et　a1．，1962），some　ambiguities　remained

in　the　practica1determination　of　the　geoid．

　　　　Recent　deve1opment　of　sate1Iite　techniques，such　as　GPS（Globa1Positioning

System），has　made　it　possib1e　to　determine　accurate1y　the　three－dimensiona1geodetic

position　of　points　on　the　Earth’s　surface．The　advantage　of　this　sate11ite　method　is　that
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such　a　determined　position　is　direct1y　referred　to　the　geocentric　coordinates　without　any

consideration　of　the　geoid．The　geoid－based　concept　of　gravity　anoma1y　is　being

rep1aced　due　to　the　new　sate11ite　system　by　another　quantity，“gravity　disturbance”

（Heiskanen　and　Moritz，1967），which　isdefineddirect1y　onthe　Earth’s　surface　and　shou1d

be　used　instead　of　gravity　anomaIy．Thus，the　conventiona1way　of　so1ving　the　Stokes

and　Venmg　Memesz　mtegrals　w1th　grav1ty　anoma1y　shou1d　a1so　be　rep1aced　by　the

solution　of　the　Neumam　boundary－va1ue　prob1em　for　gravity　disturbance．

　　　　The　purpose　of　this　paper　is　to　obtain　a　new　formu1ation　of　gravity　disturbance　by

rewriting　conventiona11y－used　mathematica1formulas　re1ating　to　the　gravity　anomaly．

The　Neumam　boundary－va1ue　prob1em　and　its　inverse　problem　with　the　Neumam　and

the　modified　Vening－Meinesz　integra1s，estimating　the　truncation　errors　of　n㎜erica1

integrations，and　taking　the　Molodenskii　terrain　correctionterms　into　considerationwil1

be　discussed　herein．In　addition，the　use　of　spectra1ana1ysis　techniques　avai1ab1e　for　data

gridded　in　the　Caresian　coordinates，with　their　app1ications　to　the　eva1uations　of　the

Neumam　and　the　modified　Vening－Meinesz　integral　formu1as　and　the　Mo1odenskii

terrain　correction　terms　wi11be　considered．It　is　assumed　that　the　method　and　formu1as

origina11y　introduced　in　this　paper　can　be　used　for　practica1ca1cu1ations　of　GPS－based

physica1geodesy．

2．New　Height　System　and　Gmvity　Disturba－me

　　　　First　of　a11，the　geodetic　height　system　according　to　the　modern　theory　of　physica1

geodesy　wi1l　be　considered．First，suppose　a　point　P　on　the　Earth’s　surface　and　another

point　R　on　the　el1ipsoid，as　shown　in　Fig．1．The　straight1ine　PR，which　is　norma1to　the

e11ipsoid，is　ca11ed　the　true　height　of　P　above　the　e11ipsoid．The　direct　m’easurement　of

the　true　height　can　not　be　made　by　the1eve1ing　survey　method，but　in　recent　years　its

high1y　accurate　determination　can　be　rea1ized　by　a　sate肚e　distance－measuring

technique　such　as　GPSI

　　　　A　new　surface　ca11ed　the　tel1uroid　is　drawn　between　the　Earth’s　surface　and　the

e11ipsoid　in　Fig．1．The　true　height　PR（＝h）is　then　divided　by　the　te11uroid　into　two

parts：normaI　height　QR（二H）and　height　anoma1y　PQ（＝ζ）．The　norma1height　is

derived　from　geopotential　differences　and　is　measured　in　practice　by　the1eve1ing

combined　with　gravity　measurements，The　conventiona11eve1ing　height　is　not　exact1y

equa1to　the　norma1height．In　the　first　approximation　theory，the1eve1ing　height　with

a　correction　considering　geopotentiaI　differences　can　be　practicauy　used　for　the　norma1

height．

　　　　The　height　anoma1y　is　defined　as　the　height　difference　between　the　true　height　and

thenorma1height．1ntheconventiona1way，theheightanoma1yisobtainedbyn㎜erica1
computations　of　the　Stokes　integra1with　gravity　anoma1y　over　the　who1e　surface　of　the

Earth．The　modern　determination　of　the　height　anoma1y　can　be　made　by　comparing　the

norma1height　with　the　GPS－derived　true　height（Engelis　et　a1．，1984；Denker　and

Wenze1．1987）．From　this　one　can　see　that　the　ambiguous　c㎝cept　of“geoid”in　old

－fashioned　geodesy　is　being　replaced　by　this　new　height　system．

　　　Consider　now　the　gravity　g　measured　at　P　on　the　Earth’s　surface．Meanwhi1e，the

norma1酊avityγat　the　same　point　is　computed　by　using　Somig1iana’s　norma1gravity
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P
；

Q
＼

Earth’s

surface

Tel　l　u　ro　id

　　　　　　　　　　　　　　　　　R　　　　　　　E1lipsoid

Fig．1　Height　system　definition　with　norma1height　H，height

　　　　　　anoma1yζand　true　height　h（二H＋ζ）．

formula　and　the　vertica1gradient　of　norma1gravity．The　gravity　disturbance　is　then

defined　as　their　differences：

　　　　　　δ9＝9（P）一γ（P）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

g　at　P　is　measured　by　a　gravimeter，whi1eγis　computed　if　the　geodetic　position　of　P　is

determined　by　GPS．Therefore，δg　is　an　obtainab1e　quantity．

　　　　Up　to　the　time　when　the　GPS　method　became　avai1ab1e，the　true　height　cou1d　not

actua11y　be　obtained，so　that　the　gravity　disturbance　was　an　imaginary　quantity．Instead

of　the　gravity　disturbance，the　gravity　anomaly　is　defined　as

　　　　　　∠1g＝9（P）一γ（Q）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

As　the　norma1height　of　Q　is　measured　by　leve1ing　and　gravity　measurements，we　can

computeγat　Q　and　then　obtain∠g．

　　　　The　disadvantage　of　this　definition，however，1ies　in　the　fact　that　the　geodetic

positions　of　P　and　Q　are　different　from　each　other．The　height　anoma1y　PQ　remains

unknown　unti1one　performs　the　Stokes　integration　of　obtained　gravity　anoma1ies．

Despite　such　a　disadvantage，o1d－fashioned　textbooks　of　physica1geodesy　intensified

the　importance　of　the　gravity　anoma1y　because　it　was　an　obtainable　quantity．However，

the　recent　deveIopment　of　the　GPS　method　has　made　a　radica1change　in　geodetic

importance，and　the　gravity　disturbance　has　thus　rep1aced　the　importance　of　gravity

ammaly．
　　　As　a　matter　of　fact，many　are　very　fami1iar　with　the　term“駆avity　anoma1y”in

fie1ds　of　both　geodesy　and　geophysics．　This　term　wil1survive　even　after　gravity

disturbance　takes　its　p1ace．Yet　my　persona1opinion　is　that　we　should　abo1ish　the

conventiona1definition　of　gravity　anoma1y　in　the　form　of　Eq．（2）and　adopt　a　new1y

defined“gravity　anoma1y”as　in　Eq．（1）instead　of　using　the　term“gravity　disturbance”．

I　think　that　this　wi1l　be　a　way　to　avoid　confusion　at　the　time　of　the　revo1ution　of　geodesy．

3．Neumamn，s　B01mdary－Va1ue　Pmb1em

　　　Supposeapotentia1functionT（r，φ，λ）outsideacertainc1osedsurfaceS，wherer，

φandλare　distance，geodetic　latitude　and1ongitude　in　the　spherica1coordinates．When

TsatisfiesLap1ace’sequation
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　　　　　　▽2T＿0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

outside　S，it　is　ca11ed　harmonic　in　the　exterior　of　S．There　a1ways　exists　boundary　va1ues

of　T　on　S．It　is　possible　to　compute　values　of　T　at　every　point　outside　S　from　known

bomdary　va1ues　on　S．This　mathematica1procedure　is　ca11ed“Dirich1et’s　prob1em”or

the“first　boundary－va1ue　prob1em　of　potentia1theory”．

　　　　The　second　bomdary－va1ue　prob1em，a1ias“Neumann’s　prob1em”，is　defined　as

fo11ows：when　the　norma1derivative　of　T　is　given　on　S，one　can　compute　T　at　every

point　in　the　exterior　of　S．The　gravity　disturbanceδg　is　a　normal　derivative　of　T．If

the　shape　of　the　Earth　is　approximated　by　a　sphere　with　the　radius　R，the　bomdary

－va1ue　condition　is　given　by

δ・一一［引、、、
（4）

at　a　certain　point　P　on　S．Eq．（4）indicates　that　the　gravity　disturbance　obeys　Neumann’s

prob1em．

　　　In　the　third　boundary－va1ue　prob1em　a1inear　combination　of　T　and　its　norma1

derivative　is　given　on　S．The　definition　of　gravity　anoma1y　inc1udes　imp＋icit1y　height

anoma1yζ（PQ　in　Fig．1）．In　this　case，a　correction　term　for　the　discrepancy　ofζshou1d

be　added　to　the　boundary－va1ue　condition，For　a　spherical　approximation　ofthe　Earth’s

shape，the　boundary－va1ue　condition　of　the　gravity　anoma1y　can　be　expressed　by

∠・一一暇・2；1、、R （5）

instead　of　Eq．（4）．It　is　seen　that　Eq．（5）has　a　form　of　the　third　bomdary一÷a1ue　prob1em，

consisting　of　a1inear　combination　of　T　and　its　norma1derivative．

　　　Consider　now　a　so1ution　of　Neumann’s　prob1em　expressed　by　a　spherica1surface

harmonic　fmction．T　is　expressed　by　a　spherical　surface　harmonic　series　as

・（・，φ，／）一G縄（÷）n＋1・・（φ，／），

with　the　spherica1surface　harmonic　function　as

　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　Y。（φ，λ）＝Σ（Cnmcosmλ十S，msinmλ）Pnm（sinφ），
　　　　　　　　　　　　　　　m＝O

（6）

（7）

whereGisNewton’sgravitationa1constant，MtheEarth’smass，P．mtheassociated
Legendre　fmction，and　C，m　and　Snm　spherica1harmonic　coefficients．It　can　be　easi1y

proved　that　Eq．（6）satisfies　Lap1ace’s　Eq．（3）、

　　　　Not1ce　that　Eq（6）exc1udes　terms　of　degree　n＝0and　n■1Assume　the　mean　va1ue

of　T　to　be　zero，so　that　the　zero－degree　term　is　not　inc1uded　in　Eq．（6）．The　first　degree

terms　correspond　to　the　coordinates　of　the　Earth’s　gravity　center．The　origin　of　the

spherica1coordinates　is　set　at　the　Earth’s　gravity　center．Therefore，the　first－degree

terms　vanish　automatica11y　from　Eq．（6）．

　　　Differentiating　Eq．（6）with　respect　to　r　and　substituting　it　into　Eq．（4），we　have

一4一
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δ9（φ，λ）＝Σδ9、（φ，λ），

　　　　　　　　n＝2

（8）

where

　　　　　　　　　　　　　　　GM
　　　　　δ9・（φ1λ）＝　R・（n＋1）Y・（φ1λ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

E1iminating　Y’（φ，λ）from　both　Eq．（6）and　Eq．（9），the　potentia1disturbance　T　is　in　the

form　of　the　summation　of　the　spherica1surface　harmonic　function　of　gravity　disturbance

δ9n，that　is

・（・，1，／）一・虐、（÷）n＋’δ粋）
（10）

　　　Taking　two　points　P　and　P’in　the　coordinates（φ，λ）and（φ1，λ1）on　the　spherica1

surface　S，ψis　denoted　as　the　spherica1ang1e　between　P　and　P1，which　is　given　by　the

cosine　formu1a，

　　　　　cOsψ＝sinφsinφ’十cOsφcosφ’cos（λ1一λ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

（see　Fig．3）．App1ying　the　orthogona1ity　condition　of　the　associated　Legendre　function　t0

both　sides　of　Eq1（8），we　obtain　an　integra1form：

δ・皿（φ，／）一2号圭1∫2π・／・∫πδ・（φ・，／・）・・（…ψ）…φ・・φ・

Substitution　of　Eq． （12）into　Eq．（10）gives　the　Neumam　integra1

・（・，φ，／）一。農∫2π・／・∫π・（・，ψ）δ・（φ・，／・）…φ・・φ・，

（12）

（13）

where三

・（・，ψ）一虐、｝（÷）n＋’・・（…ψ）
（14）

Weca11N（r，ψ）Neumam’sfunctionorthemodifiedStokesfmction．Eq．（13）showsthat，

ifδg　is　obtained　by　gravity　measurements　on　S，va1ues　of　T　at　every　point　outside　S　can

be　computed　by　integratingδg　weighted　with　N（r，ψ）．This　is　the　so1ution　of　Neumann’s

prob1em　for　gravity　disturbance．Practica11y　Eq．（13）can　be　eva1uated　by　a　summation

over　finite　compartments　dividing　the　inte酊ation　range．

　　　It　is　very　convenient　for　the　numerical　integration　of　Eq．（13）to　rewrite　N（r，ψ）as

a　closed　formu1a．Using　a　summation　formu1a　of　Legendre’s　po1ynomial　with■二cosψ

　　　　　　。。2・十1　　　　2t　　　t一κ十π
　　　　　、看。。・ltn＋’p・（λ）＝扉■1・・　1一、　，　　　（15）

the　c1osed　formula　of　the　Neumam　fmction　is　then　obtained　in　the　form：

・（・・ψ）一十音（÷）2…ψ・2歩一1・・R嵩ぎボ （16）
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where

　　　　　仁晒　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
The　first　and　second　terms　of　the　righthand　side　of　Eq．（16）correspond　to　the　zero－and

first－degree　terms　of　the1efthand　side　of　Eq．（15）．

　　　If　the　bomdary　va1ues　of　T　on　the　surface　S　are　known，the　height　anoma1y　can　be

estimated．Using　the　Brms　formu1a，which　re1ates　the　height　anoma1y　to　the　potentia1

disturbance，from　Eq．（13）we　have

ζ（φ，λ）一丁（R・φ，λ）

　　　　　　　　　　　　γ

一4葦、∫2π・小（・，ψ）／・（φ・，／・）…φ・・1・
（18）

As　previous1y　mentioned，the　height　anomaly　is　obtained　direct1y　by　subtracting　the

1eve1ing　height　from　the　GPS－derived　true　height．Eq．（18）shows　that　it　is　a1so　possib1e

todete㎜inetheheightanomalyfromthegravitydisturbance．Thecomparison　ofthese
two　kinds　of　height　anoma1ies　enables　one　to　check　the　accuracies　of　the　geodetic

measurements．Eq．（18）is　a1so　ca11ed　Neumann’s　integra1．Taking　r＝R　in　Eq．（16），we

get

　　　　　・（・・ψ）一一1一音…ψ・・・…舌一・・（1・・・…音）　　　（・・）

　　　A1most　simiIar1y　the　so1ution　of　the　third　bomdary－va1ue　prob1em　for　gravity

anomaly　can　be　obtained．However，as　this　so1ution　is　given　in　a1most　a11textbooks　of

physica1geodesy，it　is　omitted　here．In　this　case，N（r，ψ）is　rep1aced　by　the　Stokes

function

・（・，ψ）一虐、糾（号）n＋1・・（…ψ）
（20）

It　is　interesting　to　notice　that　the　denominator　n＋1in　Eq．（14）is　rep1aced　by　n－1in　Eq．

（20）．SinceboththefunctionsN（R，ψ）andS（R，ψ）divergetoinfinitywhenψ＝O，theyare

mu1tiplied　by　sinψand　shown　in　Fig．2．N（R，ψ）sinψand　S（R，ψ）sinψconverge　to2

whenψ＝O．

一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■1I

45　　　90　　　135　　　18ゴ

　　　MR、Ψ〕sinΨ

一2

SlR．中1sinΨ

Fig．2　The　Neumann　function　N（R，ψ）sinψand　the　Stokes　function　S（R，ψ）sinψ．

一6一



Physical　geodesy　of　Neumann’s　bomdary－va1ue　problem　for　GPS－based　gravimetries Y．Hagiwara

4．Modified　Venimg－Mei11esz　Form111a

　　　　The　vertica1PR　is　norma1to　the　e1lipsoid　in　Fig．1．The　direction　of　gravity，which

is　known　as　the　p1umb1ine，at　an　observation　point　P　differs　slight1y　from　the　direction

of　the　vertica1．The　inc1uded　ang1e　between　the　vertica1and　the　p1umb1ine　is　ca11ed　the

def1ection　of　the　vertica1or　the　denection　of　the　p1umb1ine．This　sma11ang1e　is　re1ated

to　the　horizonta1gradient　of　the　height　anoma1y．A　north－south　component　and　an　east

－west　component　of　the　def1ection　of　the　vertica1，denoted　byξandη，are　given－by

differentiating　the　height　anomaIyζwith　respect　toφandλ，that　is

lll∵φ篭／　　（・1）

　　　　The　intention　of　this　section　is　to　express　these　two　components　in　an　integra1form

simi1ar　to　Neumann’s　integra1．Differentiating　Eq．（18）with　respect　toφandλ，we　get

λ
．

（：：1二1：）一一。1γ川て：1；1二1；lll．sφ釧））δ・（川…1・
（22）

This　integral　inc1udes　differentiations　of　Neumann’s　function　with　respect　toφand

From　the　e1ementary　spherica1trigonometric　identities（Fig．3）we　can　readi1y　verify

lllllllllllllll∵屯／　（・・）

whereαis　the　azimuth　reckoned　c1ockwise　from　the　north．

Eq．（22）is　fina11y　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NorthPolε

Replaced　by　these　re1ations，

1↑／2一φ
P’

P

Fig．3 Asphericaltriangleshowingthespherica1coordinates、
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（1：lll；）一・1川π・・lll）（lll）δ・（〃）…l！l・
（24）

This　is　the　modified　Vening　Meinesz　integra1to　calcu1ate　the　two　components，of　the

def1ection　of　the　vertica1from　the　gravity　disturbance　distribution　on　the　Earth’s

spherica1surface．

　　　Differentiating　Neumann’s　function　Eq．（19）with　respect　toψ，the　modified　Vening

Meinesz　function　is　obtained　as

dN1彦ψ）一1・1・ψ・・・…ψ（1一・・…多）
（25）

The　azimuthαis　computed　from　known　geodetic　positions　of　P　and　Pl　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　COSφ’Sin（λ1一λ）
　　　　　tanα＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
　　　　　　　　　　　　COSφSinφ1－SinφCOSφ’COS（λ’一λ）

Then　we　can　integrate　numerica11y　Eq．（24）with　gravity　disturbance　data　measured　on

the　Earth’s　surface．Specia1consideration，however，shou1d　be　made　for　the　mmerical

integration　because　dN（R，ψ）／dψsinψdiverges　to　infinity　whenψ＝o．The　mmerica1

integration　method　wi11be　given　in　the　fol1owing　section．

　　　　The　direction　of　the　p1umb1ine　can　be　determined　by　astronomica1measurements　to

obtain　the　astronomica1coordinates　of　an　obsemation　point　P．Meanwhi1e，the　GPS

measurements　a1so　determine　its　geodetic　coordinates．　Since　these　two　coordinate

systems　are　independent1y　estab1ished，both　the　coordinates　may　not　coincide　with　each

other．The　discrepancies　between　these　two　coordinates　give　two　components　of　the

deflection　of　the　vertical．Such　obtained　def1ection　is　ca11ed　the“astronomica1deflection

of　the　vertica1”，discriminating　from　the“gravimetric　deflection　of　the　vertica1’’

ca1cu1ated　from　the　modified　Vening　Meinesz　integration．A1though　both　the　def1ections

of　the　vertica1shou1d　be　essentia1ly　coincident，systematic　errors，if　they　exist，may　be

caused　by　a　mis－setting　of　the　base　enipsoid．Comparison　of　both　the　def1ections　of　the

vertica1may　provide　important　information　regarding　base　e1lipsoid　settings。

5．　Tru11cation　Error　Eva111ation

　　　　The　Neumam　and　the　modified　Vening　Meinesz　inte駆a1s　are　eva1uated　with

summations　of　the　surface　e1ements．In　these　numerical　evaluations　the　fo11owing　two

points　must　be　considered　for1essening　computation　errors．The　first　point　is　that，as

pointed　out　previous1y，the　integral　keme1s　become　infinite　asψ＝O．The　effect　of　the

neighborhood　of　a　computation　point　P　is　predominant　in　both　the　Neumam　and　the

modified　Vening－Meinesz　integra1s．Therefore，it　is　necessary　for　high－accuracy

computations　to　reduce　such　an　effect　by　modifying　the　integra1formu1as．The　second

point　is　that　the　truncation　error　is　caused　by　neg1ecting　distant　integration　areas．Our

integra1formu1as　invo1ve　integrations　over　the　who1e　surface　of　the　Earth．In　practice，

however，integrations　are　extended　on1y　over　a1imited　area．
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　　　　In　order　to　reduce　the　neighboring　effect　around　P，the　Neumann　and　the　modified

Vening　Meinesz　integra1formu1as　are　modified　using　convenient　re1ations：

∫2π・／・∫π・（・，ψ）…φ・・φ・一・

～π・Ψ）（lll）…1旧／・一・
（27）

They　are　readi1y　proved，as　the　above　integral　keme1s　exclude　the　zero　and　first　degree

terms　in　the　spherica1harmonic　series．Eq．（27）is　mu1tiplied　byδg（φ，λ）and　the　products

are　subtracted　from　Eq、（18）and（24），respective1y．Then　we　get

／（／・／）・4景、∫2π・小・，／）l／・（1’，／1）一／・（1，／）／…／・・／・

（1：lll；）・41γズ・岬（lll）／δ・（・！δ・（／，λ）／…附
（28）

Whenψ＝O，P　coincides　with　P1，so　thatφ二φ1andλ＝λ1，Therefore，the　keme1s　of　Eq．

（28）become　zero　asψ二0．This　works　effectively　for　reducing　the　neighboring　effect

around　P．

　　　　Next　it　is　necessary　to　eva1uate　the　truncation　effects　of　neg1ecting　distant　integra

－tion　areas　on　the　computation　resu1ts　of　height　anoma1y　and　def1ection　of　the　vertica1．

Assuming　that　the　integrations　are　extended　not　over　the　who1e　surface　of　the　Earth　but

on1y　up　to　a　spherical　distanceψ。（see　Fig．4），the　truncation　errors　are　given　by

舳）＝4寿∫小ψ）｛δg（グプ）■δg（φ，λ）｝smψdψ／

（：1：lll；）一一41γズ（lll）・小！）1δ・（川一δ・（／，λ）1…！・！／
（29）

where　cosφ1dφ’dλ1in　Eq．（28）is　replaced　by　sinψdψdαand　new1y　discontinous　functions

are　defined　as：

・（l！）一／1（民ψ）llll∵1　　　（・・）

p　ΨO

Fig．4　Truncation　area　of　a　spherica1cap　centering　at　P　with　the

　　　　　　spherical　angleψo．
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and

・（民ψ）一ド・・野ψ） for0くψ＜ψo

forψoくψ≦π．

（31）

　　　Mathematical　treatments　of　an　integra1extended　over　the　who1e　spherica1surface

are　in　most　cases　much　easier　than　those　of　an　indefinite　integra1，Particu1ar1y　if　the

keme1s　are　expressed　in　forms　of　spherica1surface　harmonics．For　determining　the

truncated　functions　Eq．（30）and（31），they　are　expanded　into　a　series　of　Legendre

po1ynomia1s：

1：llllllllllllllllll／

（32）

where　Q．and　q．are　truncation　coefficients　to　be　determined．　The　orthogona1ity

conditions　of　the　Legendre　and　its　associated　functions　are　applied　to　Eq．（32），and　then

We　get

Q・一∫πN（・，ψ）・・（…ψ）・i・ψ・ψ

一∫1・（・，ψ）・・（…ψ）・i・ψ・ψ，
（33）

and　similar1y

・・一一、十1∫ldN1号ψ）・・1（…ψ）・1・ψ・ψ
（34）

　　　What　is　the　re1ation　between　both　the　truncation　coefficients　Q．and　q。？Partial1y

integrating　Eq．（34）and　using　the　recurrence　formu1a　of　the　Legendre　polynomia1s：

　　　　　　　　　　dP．1

　　　　　・mψdψ十P・’（…ψ）…ψ＝・（・十1）P・（…ψ）・i・ψ・　　　　（35）

for　n≧1we　obtain

　　　　　　　　1
・・＝n（n．1）［N（R・ψ）P・’（…ψ）・1・ψ］瓦

・、（n＋1）∫1・（・，ψ）品1・・1（…ψ）・・ψ1・ψ

　　　　　　　　　1

二Q・十、（n．1）N（R，ωP・1（…ψ・）・1・伽 （36）

This　gives　the　re1ation　between　Q，and　q。．Q，can　be　computed　from　q．and　vice　versa．
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Hagiwara（1972）first　derived　a　simi1ar　re1ation　regarding　truncation　coefficients　of　the

Stokes　and　the　Vening－Meinesz　integra1s．

　　　　Eq．（34）is　ana1ytical1y　obtained　by　the　use　of　an　expansion　series：

　　　　　・、1（。。。ψ）一c．s杓（■1）m（・十m＋1）！sin…1五．　　　　（。。）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2m－om！（m＋1）1（n－m－1）！　　　2

Substituting　Eq．（37）into　Eq、（34）and　taking　Eq．（25）into　account，for　n≧1we　obtain

・・一一n（、㌔1）岩、1；蜘｝，1［2。と111一・・t・・一1・（・・一1）t・・1

一（。、肌十2）／1一（…）t・・…（・・！）t・…／l，
（38）

where　t＝sin（ψ。／2）．Q，is　computed　by　Eq．（36）from　the　obtained　va1ue　of　q，for　cases

where　n≧1．In　the　specia1case　of　n＝O，the　direct　integration　of　Eq．（33）becomes

　　　　　　Q・＝一t（1－t）（2－3t－3t2）一2t21ogt－2（1－t2）1og（1＋t）．　　　　　　　　　　　（39）

However，q．is　not　defined．Fig．5shows　the　behaviors　of1ow－degree　terms　of　Q，and

q。．Round－off　computation　errors　may　increase　cumu1ative1y　in　the　summation　of　the

power　series　upto　a　large　number　of　n．Specia1consideration　must　be　taken　for　reducing

computation　errors　in　the　computer　program　used．
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　　　　　　　　　　　　　　　　（c）　　　　　　　　　　　　　　　　　（d）

Fig．5　Truncation　error　coefficients　of　the　Neumam　integral（so1id1ine）and　the　modified　Vening

　　　　　　Meinesz　integra1（dotted　line）．（a）Q。，（b）Q．and　q。，（c）Q茗and　q。，and（d）Q．and　q。．
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　　　Fina1ly，inserting　Eq．（32）into　Eq．（29）and　app1ying　the　orthogona1ity　conditions　of

the　spherica1harmonic　functions，the　truncation　errors　expressed　in　spherica1harmonic

expansion　series　are　obtained：

l／（1，／）一芸1亀・・／・・（1，／）一・・／・（φ，／）／

（：：：lll；）一一べll：lll；lll．sφ釧））
（40）

The　spherica1harmonic　expansion　coefficients　C，m　and　S，m　ofthe　geopotentia1，which　are

derived　from　perturbation　ana1yses　of　sate1lite　orbit　e1ements，can　be　used　for　computing

δg。（φ，λ）．The　first　formu1a　of　Eq．（40）indicates　that　the　truncation　error　of　the　height

anoma1y　is　eva1uated　by　summing　up　the　thus　far　obtainedδg、（φ，λ）with　coefficients　Q、、

Simi1ar1y　the　trmcation　errors　of　the　two　components　of　def1ection　of　the　vertica1are

eva1uated　by　the　second　formu1a　of　Eq．（40）．The　mathematica1procedure　for　deriving

these　formu1as　wi11not　be　introduced　herein，because　it　is　essentia11y　simi1ar　to　one　for

deriving　the　truncation　error　formu1as　of　gravity　anoma1y．For　this　detai1ed　derivation

procedure　refer　to　Hagiwara（1976）．

6．Inverse　Pmb1em

　　　The　GPS　sate11ite　distance－measuring　technique　makes　it　possible　to　determine　the

ocean　surface　height　above　the　e11ipsoid．The　static　water　surface　forms　an　equipotentia1

surface．A1though　the　real　ocean　surface　is　disturbed　with　currents，waves，atmospheric

pressure　and　temperature，etc．，its　topography　can　be　approximated　to　the　height

anoma1y　on　the　average，This　fact　indicates　that　the　GPS　technique　can　determine

direct1y　the　height　anoma1y　in　ocean　areas．Independent1y　of　this　technique，the　height

anoma1y　can　also　be　ca1cu1ated　from　gra▽ity　disturbance　data　measured　on　the　ocean

surface．If　some　systematic　differences　are　found　between　these　two　height　anoma1ies，

they　may　provide　important　information　regarding　the　settings　of　the　e1lipsoid　to　the

Earth’s　coordinates．

　　　The　inverse　formu1a　of　the　Stokes　integral　formu1a　was　first　derived　on1y　out　of

theoretica1interest，but1ater　it　was　actua11y　app1ied　in　predicting　approximate1y　gravity

anoma1y　from　the　ocean　surface　topography　measured　in　ocean　areas　where　no　gravity

measurements　had　been　made．At　that　time　many　mobserved　areas　in　a1arge　part　of

the　Antarctic　Ocean　remained，but　nowadays　these　gaps　have　been　gradua1ly　fi11ed　with

sea－surface　gravimetries．Notwithstanding，it　wi11be　of　advantage　to　the　GPS－gravity

combination　surveys　in　ocean　areas　to　derive　a　simi1ar　inverse　formu1a　of　the　Neumam

integra1．The　inverse　Neumam　formu1a　invo1ves　an　inte駆ation　over　the　who1e　surface

of　the　Earth．The　purpose　of　this　section　is　to　derive　the　inverse　Neumam　formu1a　as

we1l　as　to　formu1ate　trucation　errors　resu1ting　from　the　neg1ect　of　remote　integration

rangeS．

　　　To　begin　with，we　put　r＝R　in　Eq．（10）and　divide　both　sides　byγ，and　by　taking

Bruns’formu1a　into　consideration，we　express　the　height　anomaly　in　the　spherica1
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surface　harmonic　expansion　series：

　　　　　ζ（φ，λ）一旦量δ・・（φ・λ）　　　　　　　　　　（。。）
　　　　　　　　　　　　　　γ・一・　n＋1

Ifζis　expanded　in　a　series　of　spherica1surface　harmonic　functions　ofζ、，from　Eq．（4！）

we　obtain

δ・・（φ，／）一γ（n－1）1・（φ，／）
（42）

The　summation　of　both　sides　of　Eq．（42）with　respect　to　n≧2gives

δ・（φ，／）一責／／（φ，／）・虐、・／・（φ，／）／・
（43）

　　　Heiskanen　and　Moritz（1967）introduced　a　re1ation　ho1ding　for　an　arbitrary　fmction

Fdefinedonthesurfaceofasphere，thatis

募∫2π・α∫πF（φ1，午（φ・λ）・1・ψ・ψ一一古禽…（φ，／），
（44）

where4。二2Rsin（ψ／2）．The1ast　term　of　the　righthand　side　of　Eq．（43）has　a　simi1ar　form

to　the　righthand　side　of　Eq一（44）．The　summation　starts　from　n＝O　in　Eq．（44），butζn　has

no　terms　of　n＝O　and1．Rep1acing　F　byζ，Eq．（43）is　rewritten　in　a　new　form：

1・（1・／）一｛／l（1・／）rl、∫2π・α∫πζ（φ㌫耕λ）・・ψ・ψ／
（45）

This　is　the　inverse　formu1a　of　the　Nemlam　integra1formu1a　Eq．（18）for　evaluatingδg

from　the　known　distribution　ofζon　the　Earth’s　surface．

　　　Eq．（45）invo1v6s　a　two－dimensional　integration　extended　over　the　who1e　surface　of

the　Earth．Practica11y　the　integration　is　extended　on1y　over　a　limited　area　because　the

kema1function　seems　to　converge　rapid1y　to　zero　with　the　distance　from　P．If　the

integration　range　is1imited　to　a　spherical　cap　centered　at　P　with　a　spherica1distanceψ。，

Eq．（45）is　expressed　by　an　integra1formu1a　in　which　the　integration　range　O≦ψ≦πis

rep1aced　by　O≦ψ≦ψ。．The　corresponding　truncation　error　is　expressed　as

1（φ，／）一。チ。∫2π・α∫π・（ψ）l／（φ・，／・）一／（φ，／）1・1・ψ・ψ，
（46）

with　a　discontinuous　function：

・（ψ）一」モψ／2） forOくψくψo

forψo≦ψ≦π．

（47）

　　　In　order　to　exp土essεin　a　series　of　spherica1surface　harmonics　simi1ar1y　to　Eq．（32），

the　fmction　K（ψ）is　expanded　into　a　series　of　the　Legendre　po1ynomials：
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　　　　　　　　　　　　。。2n＋1
　　　　　K（ψ）＝Σ　　　K，P、（cosψ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（48）
　　　　　　　　　　　。＿o　2

where　by　the　orthogona1ity　re1ation　of　the　Legendre　po1ynomia1s　the　coefficient　K．is

Written　aS

・・一∫π・（ψ）・・（…ψ）・i・ψ・ψ

　　　　　　　　一甘鵠雀；・・1・ψ　　　　　　　（・・）

This　equation　indicates　that　K，can　be　determined　as　a　function　of　the　truncation　angle

ψ。．　Substituting　Eq．（48）into　Eq．（46）and　taking　the　orthogona1ity　re1ation　of　the

Legendre　po1ynomia1s　into　consideration，we　obtain

1（φ，／）一青／M（θ，／）一乏・・1・（φ，／）／・
（5（〕）

It　is　noticed　that　this　equation　has　a　simi1ar　form　of　the　first　equation　of　Eq．（40）．

　　　Next　the　truncation　error　coefficient　K，is　formu1ated　by　so1ving　the　integral　Eq．

（49）．This　integra1is　quite　similar　to　an　integra1which　appears　in　the　derivation　process

of　the　Stokes　integra1trmcation　error（Hagiwara，1976）．The　zero　and　first　degree

integrations　are　easily　performed　as

1∵∵）／
（51）

The　genera1degree　terms　of　K．can　not　be　expressed　by　e1ementary　functions．A

comp1icated　integra1，inc1uding　the　Legendre　po1ynomia1s，sometimes　takes　on　a　much

simp1er　recursive　form．Hagiwara（1976）proposed　a　method　for　computing　K・by　using

the　fonowing　recursive　formu1a＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pm＋1（cosψ。）一Pm＿1（cosψ。）
　　　　　Km＋1－2Km＋Km＿1＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（2m＋1）sin（ψ。／2）

Smlmmg　up　both　s1des　of　Eq（52），we1ghted　by　n　m　from　m二1to　n－1，we　obtam　the

genera1expression　of　K。：

・・一・・一・（1一・・引

　　　　1　　　n’1n　m
．s、而。／。）～、。m．1｛P・1・（…ω■P・一1（…州 （53）

　　　Theoretica11y　K，can　be　computed　by　Eq、（53）even　for　a1arge　number（〕f　n，In

practice，however，Eq．（53）creates　an　inva1id　so1ution　for　a　large　number　of　n　due　to

romd－off　errors　cumm1ative　in　the　summation　ofthe　Legendre　polynomials．For　a　high
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degreetem　ofK．Saito（1980）derived　an　asymptotic　formu1agivenby

・・一一s1舟㌣1鵠ラ葦14｝浄 （54）

This　fomu1a　indicates　that　K．is　in　the　order　ofガ3／2and　decreases　to　zero　when　n

becomes　infinite．

　　　It　is　a　we11known　fact　that，in　cases　of　the　Fourier　analysis　in　the　Cartesian

coordinates，thεtruncation　of　a　fmction　causes　the　Gibbs　osci11ating　phenomenon．A

window　function　is　sometimes　used　for　reducing　such　a　phenomenon．The　trmcation　of

a　spherica1surface　harmonic　function　behaves　simi1ar1y　to　the　Fourier　case．The　Gibbs

phenomenon　in　the　spherica1coordinates　is　a　subject　to　be　studied1ater　to　search　for　a

window　function　fitting　to　the　spherica1surface　harmonic　ana1ysis．

7．　lMo1odenskii　Appmach

　　　　Mo1odenskiiet　a1．（1962）introducedthemodem　approachtophysica1geodesy．Inthe

conservative　approach　one　must　know　the　density　distribution　of　the　Earth’s　interior

㎡ateria1s　above　the　e1lipsoid　or　make　assumptions　conceming　it．The　basic　importance

of　the　Molodenskii　approach　was　to　prove　that　the　physical　surface　of　the　Earth　cou1d

be　determined　from　geodetic　measurements　a1one　without　know1edge　of　the　Earth’s

density．This　requires　abandoning　the　ambiguous　concept　of　the　geoid．The　technica1

term　of“height　anoma1y”was　first　used　in　their　theory．It　is　very　difficu1t，however，to

mderstand　comp1ete1y　the　Mo1odenskii　theory　because　the　mathematica1formu1ation　is

not　only　abstractbutcomp1icated．Heiskanen　and　Moritz（1967）proposed　an　approxima－

tion　method　of　the　Mo1odenskii　theory　by　using　the　vertica1derivati▽e　of　the　gravity

anoma1y．Since　th二en　the　Mo1odenskii　theory　has　become　more　acceptab1e　owing　to

Heiskanen　and　Moritz’s　excel1ent　interpretations．

　　　Molodenskii　et　a1．（1962）gave　an　e11egant　so1ution　for　the　geodetic　bomdary－va1ue

problem　of　the　Earth’s　gravity　potentia1fie1d　in　a　form　of　series　G。（n二1，2，…）．They

showed　that　the　first　term　G1is　the　conventiona1Stokes　integra1of　gravity　anoma1y∠g，

but　the　higher　terms　are　terrain　corrections　for　the　mdu1ation　of　the　Earth’s　surface，

The　Molodenskii　theory　shows　that　the　terrain　correction　isnotre1atedto　thedensity　of

the　Earth’s　materia1s．Taking　on1y　the　first　term　into　consideration，Heiskanen　and

Moritz（1967）expressed　the　potential　disturbance　on　the　Earth’s　surface　as　the　Stokes

integra1of∠1g＋G1instead　of∠1g．

　　　0n　the　ana1ogy　of　the　G1term　in　the　Stokes　integra1，the　Mo1odenskii　approach　can

be　extended　to　the　Neumam　boundary－va1ue　prob1em　for　GPS－gravity　combined

geodetic　measurements．　The　gravity　disturbanceδg　is　actua11y　measured　on　the

mdu1ated　Earth’s　surface．Now　a　fictitious　fie1d　of　gravity　disturbanceδg‡is　assumed

on　the　ellipsoid　as　shown　in　Fig．6．If　one　takes　the　spherica1approximation，Eq．（18）is

rewritten　here　agaip　with　the　new　notation：

／‡（φ，／）一4景、∫2π・／∫・（・，ψ）δ・‡（φ’，／’）…φ・・φ・，
（55）

whereζ‡is　the　fictitious　height　anoma1y　on　the　e11ipsoid．However，a　relation　simi1ar
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to　Eq．（55）does　not　ho1d　betweenδg　andζ，because　the　Earth’s　surface　is　not　assumed

to　be　spherica1but　undulated．

　　　Ana1ogica11y　to　the　Mo1odenskii　G1tem　in　the　Stokes　integral　formu1a，another

integra1fo㎜u1a　isdefined：

／（1，／）一。景、∫2π・小（・，ψ）／l・（φ1，／’）・・1（φ1・／’）1…11・φ1
（56）

The　above　G1term　is　different　from　the　origina1Molodenskii　term，but　it　is　new1y

defined　with　gravity　disturbance　as

・・（φ，／）一募∫2π・／・∫πh（φ’・午（φ・λ）1・（φ・，／・）…φ・・φ’，
（57）

where　h　is　the　true　height　above　the　e11ipsoid（see　Fig．6），and！・＝2R　sin（ψ／2）．In　the

original　Mo1odenskii　formu1a，h　andδg　in　Eq．（57）are　rep1aced　respective1y　by　the

normal　height　H　and　the　gravity　anoma1y∠g．

　　　On　the　other　hand，Heiskanen　and　Moritz（1967）started　their　theory　from　the

Yertica1gradient　of　gravity　anoma1y．They　assumed　that　the　fictitious　gravity　anomaly

∠g‡is　approximated　by　an　additiona1term　conceming　the　vertica1gradient　of∠lg．A

simi1ar　approximation　can　be　made　to　the　re1ation　betweenδg　andδg‡，that　is

δ・‡一δ・一・［繋1、、、
（58）

According　to　their　theory，the　vertica1derivative　of」g　is　expressed　as　an　integra1

fomu1aontheassumptionthatH∠g／Risaverysmal1quantity．wecanleadasimi1ar
integral　formula　for　our　gravity　disturbance：

繋一募∫2π・／・∫πδ9（φ1，λ’シ亨δ9（φ・λ）…φ・・φ・

　　　Eq．（58）is　rewritten　with　a　new　notation　G11，which　was

Heiskanen　and　Moritz（1967），such　as

　　　　　δ9＊＝δ9＋G11．

（59）

origina1ly　used　by

（60）

■ P’

h1中、λ）

岬’xl

　　　　　　一L　　δ9

L

　　　　　　　　δ9

P　　　　　　　　　　　　　　　　　　P’
Eartパs

SurfaCe

E1lipsoid

Fig．6　The　gravity　disturbance，δg，is　measured　on　the　mdulated

　　　　　　Earth’s　surface，The　ficitious　gravity　disturbance，δg＃，can　be

　　　　　　ca1cu1ated　fromδg．
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comparison　between　Eq．（58）and（60）gives　G11二一h［∂δg／∂r］、一R，then　from　Eq．（59）we

get

・・（φ，／）一一募・（φ，／）∫2π・／∫δ9（φ1，午9（φ，λ）…1・・φ・
（61）

Substituting　Eq．（60）into　Eq．（55），we　obtain

／‡（φ，／）一4景、∫2π・小（・，ψ）／／・（φ・，／・）・・11（1・，／・）／…φ・・／・
（62）

The　geodetical　importance　of　this　formu1a　is　that　one　can　compute　the　fictitious　height

anoma1y　on　the　e11ipsoid（“quasigeoid”by　Mo1odenskii　et　a1．，1962）from　the　height

anoma1y　actua11y　measured　on　the　Earth’s　surface．The　G1・term　e1iminates　the　effect

of　terrain　undu1ation　on　the　height　anomaly．

　　　In　the　same　way　as　Eq．（58）holding　for　gravity　disturbahces，the　fictitious　height

anoma1yζ‡can　be　written　with　its　vertica1derivative　as

／‡十・1器1、、、
（63）

If　the　additiona1term　is　denoted　by　F＝一h［∂ζ／∂r］r一。and　a　contribution　of　F　to　the

gravity　disturbance　fie1d　by　G12，F　can　be　written　in　a　way　simi1ar　to　Eq．（62）as

　　　　　・（φ，／）一一。景、∫2π・／∫・（・，ψ）・1・（φ1，／戸）…φ1・φ1　　　（・・）

Substitutingζ‡＝ζ十F　into　the　lefthand　side　of　Eq．（62），we　get

　　　　　／（φ・／）一4景、∫2π・／’∫π・（・，ψ）／l・（φ’，／1）・…（φ1，／1）・・1・（φ1，／’）1…φ1・φ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（65）

Comparmg　Eq（65）w1th　Eq（56），one　fmds　G1■Gl1＋G12

　　　Eq．（45）is　the　inverse　formu1a　of　Eq．（18）．In　a　simi1ar　way，the　inverse　formu1a　of

Eq．（64）can　be　obtained　in　the　form：

・1・（φ，／）一責！・（1，／）一去∫2π・／∫F（φ1，午F（φ，λ）…1・・φ・／，
（66）

where　sinψdψdαis　rep1aced　by　cosφ1dφ1dλ．

　　　The　physica1importance　of　Eq．（65）is　that，if　we　divide　the　Molodenskii　G，into　two

parts，the　first　part，Gl1，is　a　correction　term　toδg　considering　the　vertical　derivative　of

gravity　disturbance　and　the　second　part，G12，is　a　contribution　of　height　anoma1y

differences　betweenζandζ＊to　the　gravity　disturbance　fieId．

　　　The　fictitious　components　of　def1ection　of　the　vertica1，ξ＊andη＊，on　the　e11ipsoid　can

be　expressed　in　a　simi1ar　way　as　shown　above．The　modified　Vening－Meinesz　integra1

formu1a　of　gravity　disturbance　on　the　el1ipsoid　is　written　as

（：1：lll；）一・1γ〃・・野1）（lll）／δ・（川・・ユ1（グプ）1・・…て二7、
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This　integra1formu1a　corresponds　to　Eq．（62）．

components　are　apProximate1y　given　by，

（ll）一（1ジ・（1：：1：llll）・

The　downward　continuation　of　the　two

（68）

The　second　terms　of　the　righthand　side　of　Eq．（68）are　not　observab1e　quantities，so　that

they　are　reformed　by　using

　　　　　　∂ζ＿2　　δ9
　　　　　　　　一　ζ　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（69）
　　　　　　∂r　R　　γ

which　is　obtained　from　differentiating　the　Bruns　formu1a　with　respect　to　r．Here　the

horizonta1derivatives　ofγare　neg1ected　because　they　are　very　sma1l．Differentiating

again　both　sides　of　Eq．（69）with　respect　toφandλ，and　taking　Eq．（21）into　account，we

have

［1」ll∴二
（70）

Substituting　Eq．（70）into　Eq．（68），we　get

（ll）一（一告）（1）一ふ（：：llll、φ釧））

（71）

　　　E1iminatingξ＃andηホin　both　Eq．（67）and（71）and　neg1ecting2h／R　in　Eq．（71），we

obtain　the　fina1expression　of　the　integral　formu1a：

（：：lll；）一古何・・lll）（lll）1δ・（／・・）・・11（〃）1…附

・・（朱λ）（：ll：lll；lll．sφ訓））

（72）

This　integra1formu1a　has　an　additiona1term　regarding　the　horizonta1derivatives　of

gravity　disturbance．In　the　origina1Mo1odenskii　approach　the　horizonta1derivatives　of

height　anoma1y　appear　instead　of　those　of　gravity　disturbance．In　practice，however，the

mmerica1computations　of　those　of　gravity　disturbance　are　much　easier　because　those　of

height　anoma1y　attain　quite1arge　va1ues　in　steep　terrains．Heiskanen　and　Moritz（1967）

proposed　a　more　preferable　formu1a　including　vertica1derivatives　of　gravity　anoma1y．I

think　that　an　equivalent　method　may　possib1y　be　apP1ied　to　the　Neumam　boundary
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一va1ue　prob1em．

　　　　Recent1y　the　Mo1odenskii　theory　has　been　reestimated　by　the　use　of　the　two

－dimensional　fast　Fourier　transform（FFT）a1gorithm　in　the　Cartesian　coordinates

（Sideris，！985；Sideris　and　Schwarz，1986．1988）．The　integra1so1utions　of　the　height

anomaly　and　the　def1ections　of　the　vertica1are　reformu1ated　to　obtain　convo1ution

integra1s　in　p1anar　approximation．The　Ioca1contributions　to　the　Vening－Meinesz

integra1are　efficient1y　eva1uated　at　rectangu1ar　grid　points　of　gravity　anoma1y　data

array（Zavattero，1987）．The　spectra1eva1uation　of　the　Mo1odenskii　integra1s　in　the

frequency　domain　and　the　re1ated　numerica1computation　method　are　reviewed　in　detail

by　Schwarz　et　al．（1990）．The　methods　presented　in　these　papers　can　be　used　for　the

Neumam　prob1em　with　gravity　disturbance．

8．Fo㎜＝ier　Tmnsform　Method

　　　The　f1at－earth　approximation　neg1ecting　the　curvature　of　the　Earth’s　surface　can

be　made　for1oca1gravity　fie1d　ca1culations　at　rectangu1ar　grid　points　of　the　data　in　the

Cartesian　coordinates．It　has　wide1y　been　reco馴ized　that　such　an　approximation　method

provides　extreme1y　efficient　computations　of　integra1formu1as　of　physica1geodesy，such

as　the　Vening－Meinesz　and　the　Molodenskii　integra1s．The　advantage　of　this　method

is　that　most　of　these　inte酊a1formu1as　can　be　expressed　in　the　form　of　a　two

－dimensiona1convo1ution　integra1which　is　efficient1y　eva1uated　by　the　Fourier

transform　method　in　the　frequency　domain．

　　　In　recent　years　many　papers　have　been　pub1ished　formu1ating　convo1ution　integrals

of　flat－earth　physica1geodesy（e．g．Forsberg，1985；Vassi1iou，1988；Sideris　and

Schwarz，1988；G1eason，1990；Schwarz　et　a1．，ユ990）．The　avai1abi1ity　of　gridded　gravity

and　e1evation　data　has　resu1ted　in　the　successful　use　of　the2－D　Fourier　transform

method　for　computing　spatia1def1ections　of　the　vertical　by　the　Vening－Meinesz

convo1ution　integra1．When　a　great　amount　ofdata　is　available　in　gridded　form，the　use

of　the　FFT　technique　is　clear1y　appropriate．The　Mo1odenskii　series　so1ution　is　one　of

the　most　interesting　targets　for　physica1geodesists　to　reformu1ate　in　a　convo1ution　form

and　to　use　to　eva1uate　the　terrain　correction　terms　with　a　combination　of　heights　and

gravity　anoma1ies．The　origina1Mo1odenskii　so1ution　is　simp1ified　starting　from　the

ana1ytica1continuation　to　point1eve1so1ution（Moritz，1980）。

　　　　Inthis　section　the　modified　Vening－Meinesz　and　Mo1odenskii　integra1swithgravity

disturbance　in　p1anar　approximation　are　examined．A　rectangular　coordinate　system（x，

y，z）is　introduced，where　the　x，y　and　z－axis　are　pointing　north，east　and　vertica11y

downward．The　ground　surface1ies　at　z＝O．The　coordinates　of　an　observation　point　P

and　of　a　ca1cu1ation　point　Pl　are（x，y，z）and（x1，y’，z1）．By　denoting　wavemmbers

（angu1ar　frequencies）u　and　v　with　respect　to　the　x　and　y－axis，we　define　the2－D

Fourier　transform　of　an　arbitrary　space－domain　function　f（x，y）as

　　　　　　r（・，・）一∬f（・，・）…1－i（・・…）1・・，・・，　　　　　　（・・）

where　i　is　the　imaginary　unit（i＝月）．Inverse1y　the　fmction　f（x，y）can　be　obtained

from　its　frequency－domain　function　f（u，v）by　means　of　the　inverse2－D　Fourier
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transform：

　　　　　f（・，・）一41、加・，・）・・。／1（・…。）／・…　　　　　（・・）

　　　The　interest　is　in　formu1ating　geodetic　convolution　integra1s．By　denoting　two

arbitrary　space－domain　functions　as　g（x，y）and　h（x，y），the　fol1owing　convo1ution

integra1is　defined　as：

　　　　　　f（・，・）一∬・（・一・・，・一・・）・（・・，・・）・・・…　　　　　　（・・）

The　frequency－domain　expression　of　Eq．（75）has　a　very　simp1e　form：

　　　　　　f（u，v）二g（u，v）h（u，v），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（76）

where　g　and　h　are　the2－D　Fourier　transforms　of　g　and　h，Eq．（76）is　readi1y　derived

from　Eq．（75）．The　proof　can　be　found　in　textbooks　of　the　Fourier　transform．

　　　　On　the　basis　of　the　mathematica1background　introduced　here，most　integra1

formu1as　in　spherica1－earth　physica1geodesy　can　be　reformu1ated．To　begin　with，the

upward　continuation　of　gravity　disturbance　is　discussed，which　is　assumed　to　be　caused

by　the　spatia1density　distributionρinside　the　ha1f－space（z≦0）．A11owing　the　distance

between　two　points　P　and　P’to　be

　　　　　　4＝再，　　　　　　　　　　　（77）
we　can　write　the　potentia1disturbance　as

　　　　　　・（・，・，・）一・∫1・・∫ρ（x’，テ1｛・・…　　　　　　（・・）

（see　Fig．7）．Differentiating　T　with　respect　to　z，gravity　disturbance　is　thus　obtained：

　　　　　　／・（・，・，・）一・∫1（・・一・）・・∫ρ（x／≠∫，z1）・・・…　　　　（・・）

　　　　It　is　seen　that　both　integrals　of　Eq．（78）and（79）have　forms　simi1ar　to　that　of　Eq．（75），

h　corresponding　toρand　g　to1μin　Eq．（78）and1μ3in　Eq．（79）．That　is　to　say，Eq．（78）

and（79）are　convo1ution　integra1s，which　have　forms　simi1ar　to　Eq．（76）in　the　frequency

domain．The2－D　Fourier　transforms　of1／4and1／／3become　respective1y

Z P1X，y，Z）

z

ll11l＝O

X

11111p’1・lyl・’）嚢

、y

Fig．7　Cartesian　coordinates　of　two　points　P　and　P’．
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∬渋壮；！・…一2πexp（’一π）

and

　　　　　∬舟…一21…（r■1．多1■＾）

Thus　the2－D－Fourier　transforms　of　Eq．（78）and（79）can　be　noted　as

　　　　　f（、，v，z）一・π・i（・・）…（一・石）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　再

and

　　　　　δ貝u，v，z）二2πG一（u，v）exp（一z戸），

where　we　define

r（・，・）一∫15（・，・，・・）…（・・肝）…．

（80）

（81）

（82）

（83）

（84）

　　　Now　assuming　that　z二〇in　Eq．（82）and（83），we　get

　　　　　f（u，V，O）一2πGI（・，・）　　　　　　　　　　（8・）
　　　　　　　　　　　　　　　　石

and

　　　　　δg（u，v，O）＿2πGI（u，v）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（86）

E1iminating　I　in　Eq．（82）by　Eq．（85）and　I　in　Eq．（83）by　Eq．（86），very　important　re1ations

are　obtained：

δ二11111；1∴1∵二∵二）｝
（87）

These　formu1as　have　forms　simi1ar　to　Eq．（76）．Referring　to　Eq1（81），the　inverse2－D

Fourier　transforms　of　Eq．（87）can　then　be　derived　as

・（・，・，・）一羨∬“・1…

（88）

1・（・，・，・）一姜∬｛（x，x袷μ1＋z・｝・1・・…ゾ

　　　These　formu1as　give　a　very　important“upward　continuation”re1ation　between

va1uesatthegroundsurfaceandatacertaine1evation．Ifthesurfaceva1uesofT（x，y，
O）are　known，one　can　ca1cu1ate　the　space▽a1ues　of　T（x，y，z）by　means　of　the　first

formu1a　of　Eq．（88）．Simi1arly　one　can　ca1cu1ateδg（x，y，z）fromδg（x，y，0）．It　is　noticed

that　T　andδg　satisfy　the　Lap1ace　equation　Eq．（3），and　that　these　two　formu1as　in　Eq。（88）
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are　so1utions　of　the　Dirich1et　bomdary－va1ue　prob1em　in　the　Cartesian　coordinates．

　　　The　keme1s　of　the　integra1s　in　Eq．（88）become1／（2πz2）when　P　coincides　with　P’，

i．e．x＝x’andy＝y1．Ifz　isverysma1l，the　keme1sdivergeto　infinityinthatcase．Inorder

to　avoid　such　a　computationa1difficu1ty，Eq．（88）is　modified　by　using　a　convenient

identity　as　fo11ows：

　　　　　　姜∬｛（x．x・）・早料）・十z・｝・／・一1　　　　　　（・・）

By　mu1tipling　both　sides　of　Eq．（89）by　T（x，y，O）andδと（x，y，O），the　two　formulas　in　Eq．

（88）can　respectively　be　modified　as：

・（・，…）一・（・，・，・）・2妻∬｛（篶糾⇒（嵩！／…1・・

1・（・，・，・）一1・（・，・，・）・ゑ∬｛給糾事榊・・・…

（90）

The　modifications　are　simi1ar　to　those　of　Eq．（28）by　obtaining　the　height　anoma1y　and

two　components　of　denections　of　the　vertica1by　means　of　the　Neumam　and　the　modified

Vening－Meinesz　integra1s．

　　　0n　the　other　hand，another　important　re1ation　can　be　derived　by　e1iminating　I　from

both　Eq．（82）and（86），that　is

　　　　　f（、，v，z）一工・・（一・河）δ～（、，v，。）　　　　　　（。1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　肝

Referring　to　Eq．（80），we　obtain　the　space－domain　expression　of　Eq．（91）as

　　　　　・（・，…）一。甘（x．粘冷十、・W・　　　（・・）

This　corresponds　to　the　Neumam　integra1Eq．（13），obtaining　potential　disturbance　in

spacefrom　theknownsurfacedistributionofgravitydisturbance．Whenψisverysma11，
N（r，ψ）≒2R／4as　in　Eq．（！6）．Then　Eq．（13）is　approximated　by　Eq．（92）in　p1anar

approximation．By　dividing　both　the　sides　of　Eq．（92）by　the　normaI　gravityγat　z二〇，

the　height　anoma1y　is　obtained　through　the　Bruns　formula　as

　　　　　l（…）一。1，4（、芋芸1；廿、・）・・’・・1・　　　　（・・）

Thisfomu1acorrespondstoEq．（18）for　aspherica1Earth．

　　　Next　we　cons1der　two　components　of　dlf1ect1ons　of　the　vert1cal　for　the　f1at　earth

approximation．In　the　present　case　they　are　given　by

l
l
－
1
；
／

（94）
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Differentiating　Eq．（93）with　respect　to　x　and　y，we　obtain

（lllll；）一・1γ互1（。舟（1べ．1）鮒
（95）

The　integra1keme1diverges　infinite1y　when　P　coincides　with　P1，i．e．x＝xl　and　y＝y■．

Such　a　computationa1difficu1ty　can　be　overcome　by　the　fo1lowing　procedure．Using　an

identity

カ1（・一・ll（。仰（lll）…H
（96）

mu1tip1ied　byδg（x，y，O）and　subtracted　the　product　from　Eq．（95），we　obtain　a　modified

fom　ofEq．（95）．

（1：lll；）一・1γ女δ津芦粋）（∵）鮒
（97）

This　formu1a　can　be　used　for　practica1mmerica1computations　of　two　components　of

denection　of　the　vertica1in　the　Cartesian　coordinates．

　　　The　Molodenskii　G1term　is　a1so　expressed　by　a　formu1a　simi1ar　to　Eq．（97），that　is

　　　　　・・（・，・）一2㌧∬｛（讐㍑竺糾・1・（・・，・・）鮒，　　　（・・）

which　corresponds　to　Eq．（57）．The　product　of　h　andδg　is　defined　as

　　　　　μ（X，y）＝h（X，・y）δ9（X，y），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）

and　then，using　this　new　notation，Eq．（98）is　divided　into　two　integra1s：

　　　　　・・（・，・）一2㌧∬｛（㍑廿糾・…ゾ

　　　　　　　　　　　　　　一h（姜克y）∬船・…　　　（1・・）

It　is　readi1y　noticeab1e　that　the　first　integral　of　the　righthand　side　of　Eq．（100）equa1s　t0

G11and　the　second　one　to　G12．The　obtained　Mo1odenskii　terrain　correction　term　is

added　to　the　def1ection　of　the　vertica1ca1culated　in　the　p1anar　approximation，In　rugged

terrain　areas　the　Molodenskii　correction　works　efficient1y　for　reducing　observed　va1ues

of　denection　of　the　vertica1to　the　surface　of　the　e11ipsoid．

　　　It　is　fomd　in　this　section　that　the　p1anar　approximation　formu1as　in　genera1have

mathematica1ly　simp1e　forms　and　are　much　easier　thanspherica1－surface　formu1asto　be

dea1t　with．Very16rge　sets　of　rectangu1ar－gridded　data　can　be　used　for　the　nm1erica1

solution　of　geodetic　integra1formu1as　within　the1imits　of　present　data　accuracy　by

means　of　a　high－speed　computation　technique，such　as　FFT．

　　　The　disadvantage　of　the　p1anar　approximation　method　is，however，that，as1ong
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一wave1ength酊avity　anoma1ies　of1ow－degree　wavenumbers　are　exc1uded　essentia11y

from　numerica1so1utions，ca1culated　resu1ts（町avimetric　de刊ection　of　the　vertica1）are

not　exactly　equa1to　abso1ute　va1ues　of　astrogeodetic　def1ection　of　the　vertica1．Despite

this　disadvantage，short－wave1ength　mdu1ations　of1oca1height　anomaly　are　picked　up

we11by　the　ca1cu1ation．The　ca1cu1ated　values　of　gravimetric　def1ection　can　preferab1y

be　used　for　the　interpo1ation　of　abso1ute　va1ues　astrogeodetica11y　observed　at　the　Lap1ace

stations（triangu1ation　points）．　The　Molodenskii　correction　consideration　may　be

neccessary　for　ca1cu1ating　def1ections　at　triangu1ation　points．

9．　C011c1usion

　　　　Recent1y　se▽era1high－precision　space　techniques，such　as　VLBI（Very　Long

Base1ine　Interferometry），SLR（Sate11ite　Laser　Ranging）and　GPS　have　been　app1ied　to

geodetic　measurements．In　particu1ar　the　portabi1ity　of　GPS　receivers　has　made　it

possib1e　to　cover　sca1es　of1－！00km　with　dense　geodetic　networks．Three－dimensiona1

vector　separation　can　be　obtained　from　GPS　data，so　that　the　GPS　technique　is　now

taking　the　p1ace　of　both　conventional　triangu1ation　and　levelin即echniques．Combination

surveys　of　GPS　and　gravity　have　recent1y　been　conducted　in　mountainous　areas　in　Japan

because　of　the　f1exibi1ity　in　se1ection　of　the　stations．

　　　　The　position　of　a　point　on　the　Earth’s　surface　determined　by　the　GPS　technique

direct1y　refers　to　the　geocentric　coordinates　of　the　Earth　e11ipsoid，whereas　the1eveling

height　is　measured　above　the　geoid　and　the1atitude　and1ongitude　determined　by

triangulation　surveys　are　based　on　a　certain　reference　e11ipsoid　but　not　on　the　Earth

e11ipsoid．　The　GPS　technique　a1so　has　a1arge　impact　on　gravity　studies．　The

conventiona1geoid－based　concept　of　gravity　anoma1y　is　now　being　rep1aced　by　this　new

sate11ite　geodetic　system，and　another　quantity，“gravity　disturbance’’，wi11henceforth

p1ay　an　important　ro1e　on　physica1geodesy　instead　of　gravity　anoma1y．

　　　This　paper　has　treated　the　geodetic　boundary－va1ue　prob1ems　according　to　the　new

geodetic　system．In　this　case　the　Stokes　and　the　Vening－Meinesz　inte町a1formu1as　are

reformulated　in　the　Neumam　and　the　modified　Vening－Meinesz　integra1formu1as　using

駆avity　disturbance．We　have　discussed　the　inverse　prob1em，in　which　gravity

disturbance　is　inverse1y　obtained　from　the　height　anoma1y　and　eva1uated　the　trmcation

error　a㏄ompanied　with　mmerical　so1utions．The　Molodenskii　terrain　correction　terms

have　also　been　discussed　for　high－precision　ca1cu1ations　of　gravimetric　height　anoma1y

and　def1ection　of　the　vertica1．Fina11y　we　have　treated　the　planar　approximation　theory

based　on　a　f1at－shaped　Earth　in　the　Cartesian　coordinates．
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GPSを用いた重力計測のためのノイマン境界値間題の物理測地学

萩原’幸男

　近年GPSにより高精度に測地座標が決められるため，その技術は重力点、の位置決めに／芯

用されるようになった．GPSによる座．標は楕円体を基準にしたもので，従来の水一準測量のよ

うにジオイドを基準にしたものではない．そのためジオイドに．立脚した従来の“重力異常”

はその重要性を失い，かわって楕円体高に立脚した“重力乱れ”が登場することになった．

いずれ重力異常をもとに構成された物理測地学も大幅な変更を与儀なくされることになろ

う．本論文はそれを見越した形で，ノイマン境界値問題に伴うノイマン積分と変形ベニング

マイネス積分，その逆変換と切断誤差，またモロデンスキー補正項について議論した．さら

にFFTへの応用を考慮して，3次元直角座標による近似についても言及した．

　　本論文の構成は9節よりなる．2節において，重力異常との対比から，GPS測量における
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重力乱れの意義について述べ，3節においては，ノイマン境界値問題とその解について解説し

た．ここでは従来の“ジオイド高”ではなく，モロデンスキー測地学に従って“height

anomaly”の用語を用いた．height　anoma1yの空問微分形としての垂直線偏差を，4節では，

変形ベニングマイネス積分を用いて記述した．5節では，ノイマン積分と変形ベニングマイネ

ス積分の切断誤差の計算式を導出し，また6節では，上記積分の逆問題を解いた．この5節

と6節の内容は筆者の一連の研究の未発表の部分にあたる．これに対して，7節のモロデンス

キー補正項は結果として従来の重力異常を重力乱れに置き換えたものとなるため，内容的に

新しいものとはいえない．また8節の直角座標表示も，多少筆者独自の拡張はあるものの，

レビュー的な内容が主である．それにも拘らず，ノイマン境界値問題を以上のように，全体

としてまとまった形式で記述しておくことは，GPS時代に対処して，今後予想される物理測

地学の大幅な改訂に先駆けて意義あることと考える．
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