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　　　　The　rocking　m〇七ion　and　over士urning　of　rectangu1ar　co1umns　have　been　studied

in　order　to　estimate　ear亡hquake　in七ensity　in亡he　former　investiga士ions．The　over・

turning　condition　of　a　column　was　considered　by　some　ways　of　thinking　in　the　pas七．

One　is亡he　so－ca1led　static　over七urning　condi士ion，and　this　gives　on1y　a　necessary

condition　as　we1l　known，The　o土hers　are　based　on　dynamica1point　of　view　and

consider　the　overturning　of　a　co1umn　caused　by　sinusoida1exci七ation　by士he　me士hod

based　on　energy　or　the　use　of　periodic　so1u七ion，where　a　quarter　wave　of　excitation

is　used　in　the　former　me七hod　and　inini七e　excitation　is　used　in　the　la七ter．

　　　　But，in　prac士ice，the士ransient　rocking　mo士ion　of　a　co1umn　caused　by　severa1

waves　excitation　is　impcrtan七for　the　discussion　of　overturning．This　report　describes

the　simi1ari七y1aws　on　overturning　and　some　fea七ures　of士ransien亡rocking　motion

of　a　co1umn　caused　by　ininite　or丘nite　sinusoida1excita七ion，and，as　an　examp1e，the

overtuming　diagram　for3－wave　excitation　is　considered．

1．　Introduction

　　　　Rocking　and　over士urning　of　rigid　bod－ies　are　the　typica1phenomena　to　be　observed

during　earthquake　and　have　been　stud－ied　in　connection　with　the　estimation　of

maximum　gromd　acce1eration　by　observing　the　overtuming　of　grave－st㎝es．There

are　many　fac士ors　which　have　effects　on　the　overtuming　phenomena　and　some　of　them

have　been　made　c1ear　in　the　former　investigations．　Many　prob1ems，however，are

remained，and　the　estimation　of　dynamic　eHects　is　one　of士hem．

　　　　In　this　report　the　author　studied　on　this　prob1em　using　a　simp1e　rocking　modeL

It　is　easy　to　obtain　the　numerica1so1ution　of　a　simp1e　rocking　motion　for　ind－ividua1

co1umns，but，it　is　di舶cu1t　to　give　the　genera1discussion　on　overtuming　by　reason

that　the　equation　of　motion　is　changed　at　co11ision　of　a　co1umn　to　the　base．Hence，

some　approximate　or　numerica1methods　are　required，and　then，at　irs士the　type　of

excitation　is　to　be　assigned，and　second1y　the　simi1arity1aws　must　be　estab1ished　for

genera1app1ication　of　the　resu1ts　obtained．　In　this　report，the　sinusoida1excitation
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with　stationary　amp1itu（1e　is　assumed，andsimi1arity1aws　andsome　features　of　rocking

and　overtuming　win　be　described．

2，E叩ation　ofmotion　md　moωs　f0H1umerica1simu1ati011

　　　　The　rocking　motion　of　a　rectangu1ar　co1umn　which　is　submit七ed　to　horizonta1

gromd　motion切is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6＝〃2切cos（θ±α）十〃2g　sin（θ±α）　　　θ≦0　　　　　　　　　　　　　　　（1）

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃γ　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　＿　　　　　　　　　　　　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　一　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1。十〃〆　47

where　g　is　gravity，1G　the　moment　of　inertia　at　G，〃

the　mass　of　the　co1umn（Fig．1）．In　most　cases，αand

θare　re1ative1y　sma11va1ues，then士he　simp1iied－equa－

tiOn

　　　　　〆、

㌧／∴

（2）

チ

　　　　　　　　　　　6＝〃切十〃2g（θ土α）　θ≦0　　　　　（3）

is　often　used．In　this　report，Eq．（3）is　main1y　used，

but　Eq．（1）is　a1so　used　for　numerica1simu1ation．Eq．

（3）represents　the　forced　vibration　of　the　system　which

has　the　discontinuity　of　the　restoring　force　atθ：0．

　　　　Tab1e1shows　the　mode1s　for　mmerica1simu1a－

tion．　The　mode1s　A－1，B－1and　C－1which　have

α　l

　　　r

G

θ

　　　　　　〔〉o

Fig．1　Rocking　mode1of　a

　　　　　co1umn

Tab1e1 The　mode1s　ior　numerica1simu1ation

Type ノCm H　C㎜ αdeg。 λSeC－1 α89a1

1 10 40 14 5．97 245

A 2 20 80 14 4・22　！　245

3 50 200 14 2．67　　　　245

1 10 30 18．4 6．82 327

B 2 20 60 18．4 4．82　　　　327

3 50 150 18．4 3，05 327

1 10 20 26．6 8．11
■

■
490

C 2 20 40 26．6 5．73 490

3 50 100 26．6 3．63 490

di丑erent　va1ues　of　ang1eα（or　the　ratio　of　width　to　height）are　basic　mode1s，an（1the

others　are　simi1ar　mode1s　with士wo　or　ive　times1arge　size　as士he　basic　mode1s．The

va1ue　of伽is　the　minimum　static　acce1eration　for　overtum血g；and－the　sca1e　factorλis

given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　2　一
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝〃す　　　　　　　　　（4）

whi・h・pP・…i・th…1・ti…fEq・（3）・・dh・・th・dim…i…ff・・q・…y．1t…b．

seen　from　Eq．（2）that　the1arger　the　co1umn　is，the　sma11er　va1ue　takesλ．Three

wooden　co1umns　for　basic　mode1s　are　used　in　the　fol1owing　section　as　practica1models

for　estimation　of　damping　ratio．

3・Damped血㏄mcking　motioIl　and　its　phase－Plam　tmj㏄tory

　　　　In　this　section，the　overtuming　condition　and　the　damping　of　free　rocking　motion

are　described・For　this　purpose，the　phase－P1ane　trajectory　of　motion　is　usefu1．The

equation　of　free　rocking　mo亡ion　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6一λ2（θ±α）θ≦O　　　　　　　（5）

E1imina士ing　the　time6of　Eq．（5），the　phase－p1ane　trajectory　is　obtained　as　fo11ows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ2（α一1θ1）2一θ2＝C　　　　　　　　（6）

where　C　is　an　arbitrary　constant　given　by　initia1conditions．　The　trajectory（6）with

various　va1ues　of　C　is　represented　by　curves　inθ一δp1ane　as　Fig．2，and　its　tangent

changes　discontinuous1y　atθ＝0．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ

The　phase－p1ane　is　separated　into

some　stab1e（non－overtuming）or

unstab1e（overturning）regions　by
t・・1i・・・・…j・・t・・・・・・・・・・…一。。ト

ing　with　C：O（chain1ine　in　Fig．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ

2）。

　　　　There　is　no　damping　fac亡or

in　Eq．（5），but　in　practice　we　can

see　the　decrease　of　free　rocking

m・ti・・．Th…i・…1dw・y・f　Fig・2Phase’・’an・七「aject・…ff・・・…ki・・m・・i・・

士hinking　on　such　a　d－ecrease　which　is　based－on　conservation　of　angu1ar　momentum　at

changing　the　center　of　rotation，and　recent1y　a　further　consideration　on　co11ision　has

been　done（Mochizuki＆Kobayashi，1976）．　Tbere　are　many　practica1factors　of

energy1oss　of　rocking　motion，for　examp1e，the　friction　of　ro11ing　or　s1ipping，the

energy　d－issipation　by　col1ision，etc．，but　these　are　troub1esome　to　be　estimated

quantitative1y．Then，for　simp1icity，it　is　supposed　in亡his　report　that　the　energy1oss

is　represented　by　on1y　the　decrease　of　angu1ar　ve1ocity　at　conision，that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂→δθ・tθ一00＜δ≦1　　　　　（7）

in　whichδis　the　damping　ratio，and　is　supposed　to　have　a　constant　va1ue．Using

Eq．（7），the　phase－p1ane　trajectory　of　damped　free　rocking　motion　can　be　derived一．

Let　C・be士he　initia1trajectory　in　stab1e　region　and　C壱that　afterづtimes　passing　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　3　一

λα
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θ：O，the　fo11owing　re1ation　is　obtained：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CFδ2℃。十（1一δ2｛）λ2α2　　　　　　　　　（8）

A　set　of　the　curves　Co，C1，C2，etc．comected　atθ一axis　gives　the　trajectory　of（1amped

free　rocking　motion　with　given　initia1condi士ions．

　　　　The　va1ue　ofδmay　be　estimated－by　measurement　or　ca1cu1ation　from　conservation

of　angu1ar　momentum，and　hitherto　some　comparisons　of　measured　and　ca1tu1ate（1

va1ue　bave　been　done．The　author　a1so　has　compared　two　estimations　using　the

wooden　mode1s　A－1，B－1and　C－1．For　a　simp1e　estimation　from　experiment，the

trajectory　in　the　s士ab1e　region　of　the　phase－p1ane　is　considered．Let　T包be　the　time　of

づ一th　passing　ofθ＝O，C｛the　trajectory　fromτ奇士oτ壬十1，then士he　time　required　for　the

pass　of　the　trajectory　C．is　given　by

η・・十号1・／か・・α・一ご羽・1〕 （9）

E1iminating　Co，らand一αin　Eqs。（8）and一（9），the　d－amping　ratio　is　given　by

1一（芸：l1享1）／（制・・…易一…［仙・rη）1 （10）

Tben　the　value　ofδcan　be　estimated　by　measurement　of　r｛on1y．Tab1e2shows　the

comparison　of　the　measured　and　the　ca1cu1ated　va1ue．It　can　be　seen　that　the　two

estimations　a1most　agree　in　this　case　and－the（1amping　is　consid－erab1y　sma11．Like

this，the　damping　ratio　genera11y　depends　on　the　shape　or　size　of　the　co1umn　and－

the　property　of　its　base，but　in　this　report，for　simp1icity，it　is　supposed　to　be　constant

independent　on　them．

Tab1e2　Damping　ra七io　of七hree　wooden　models

■

NIeaSurement
MOde1 Theore七ica1

4＝1 2 3 4 5 6 A▽erage
■

A－1　「O．89 O．99 O．89 0，98 O．90 O．99 O．94 0．91

B－1 0189 0．89 O．89 O．85 0．89 O．84 0188 0．85

C－1 O．80 0．77 O，80 O．75 一 一 O，79 ■
0．7

　　　　Considering　the　initia1trajectory　and　its　change　atθ＝O，the　cond－ition　of　stabi1ity

for　damped　free　rocking　motion　is　obtained　as　fo1Iows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、㍍㌃＜。／　　（・・）

whereθo，θo　are　the　initia1ang1e　and　angu1ar　ve1ocity，respective1y，and－Co　the　initia1

trajectory　given　by　Eq．（6）．　The　condition　of　overturning　is　given　by　the　reverse

of　the　above．

4
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4・R㏄ki㎎・皿d・…tumingbyh・・i・・nt・1…it・ti・皿

　　　　There　are　four　parameters　in　forced　rocking　motion　caused　by　sinusoid－a1excita－

ti…th・ti・・th…g1・（・・th…ti・・fwidtht・h・ight）・・dth・・i…f…1・m。，。。d

the　acce1eration　amp1itude　an（1frequency　of　excitation，which　are　fun（1amenta1for

discussion　of　over亡uming．Then，it　is　the　irst　prob1em　to　be　considered　whether　the

・…t・mi・g…diti…f・・1・m・・…b…p・・…dby・di・g・・mwi士hth…p…m・t。。。

combined．

11）Genem1co皿side・ations

　　　　s・b・tit・ti・g亡h・h・・i…t・1…it・ti・・仁α・i・（ω1＋β）b・gimi・g・tl＝一β／ωi・t・

Eq．（3）and　supposing　that　the　co1umn　wi11begin　to　rock　at4＝0，the　genera1so1ution

is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ＝士α十ん”十肋■”一Csin（ω4＋β）　θ≧0　　　　　　　　（12）

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ2α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C＝（λ・。、・）Smβ　　　　　（・・）

wbereλand－B　are　arbi士rary　constants　to　be　determined　from　initiaI　conditions，β

the　phase　diHerence　resu1ting　from　the　time　di丘erence　between　the　begimings　of

excitation　and　rocking　motion・From　the　condition　of　motion　beginning，βis　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gα

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　smβ一、　　　　　　　（14）

For　the1a士er　discussion，為is　deined－as　fo11ows：

・一差（一s1lβ）
（15）

The　so1ution（12）contains　the　divergent　term　eれ，though　the　co1umn　can　be　stab1e

because　of　the　switching　of　equation　atθ＝0・　If　a　so1ution　does　not亡ake　zero，there

wi11be　no　co11ision　between　the　co1umn　and　the　base（this　co11ision　a1so　wi11be　ca11ed

rocking　in　this　report）and　the　so1ution　wi11diverge　to　ininity　with　time，and　this

wiI1represent　the　overtuming　by　forced　rocking　motion．

　　　　The　solution　after〃times　rocking　is　expressed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ肋＝（一1）冊α十ル1ε十B冊グj’一C・i・（ω1＋β）　　　　（16）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一δ

llll1二：二：lll∵∴lll∵）／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2λ

　　　　　　　　　　　　　　〃＝0，1，2，．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　一　5　一

（17）



　　　　　　　Rep㎝toftheNatio・・1R…砒・・…t…㎝・i・…㎝・・㎝・・ti。叫・、舳、、。、、r，977

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21／一。（島、（叫）　　（、8）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωFλCOtβ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　　　　　Ati「・いh・・・…fi…it・…it・・i・・i．t。・ec。、si．ere吐

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4＜■・＜…＜似…＜㍍工＜…＜・、＜■、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B・＜8・＜3。＜3ユ＜3、＜＿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

㍑㍑蛆tlllll㍑ユ慧二㍗・1一・。）㎞…（叫・㎞

㎝　抑く．’’～…・・く…くノー・…く幻、　（。1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ肌＜0when〃is　even

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃。。e、”is。。。／　　　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仏｝一ん4，4。パ・・，∠ボ，■”十肌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
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　　　　Whenδ≒1，the　re1ation（22）is　not　necessari1y　a　condition　to　be　required　for　non－

overtumingbecause　ofthepresence　ofthethirdtermin　Eq．（17），butitgives　asu茄cient

condition　for　non－overturning．

　　　　Next，the　case　of　inite　excitation　is　considered．Letτbe　the　time　of　end　of

excitation　and6〃（≦τ）the　time　of　rocking　nearest　to　r，the　so1ution　in　the　range　of

≠≧6〃is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ〃（6）＝（＿1）”α十λ〃θ”十B〃グ”＿C　sin（ω’十β）　　　　　　　　　　　　（24）

In　genera1we　can　say　that　the　stabi1ity　of　the　co1umn　can　be　determined　by　on1y

the　state　at≠二τ・Let　N（Positive　and・rea1）be　the　wave　number　of　excitation，the

rocking　ang1eθ〃and　the　angu1ar　ve1ocityδ〃at6＝τare　rewritten　as　fo11ows：

ll：llllll）∵㌫ll）㍗㌻∴n

F・om　Eq．

given　by

0r

（25／

（11）and　above，the　stabi1ity　condition　of　free　rocking　motion　after6＝τis

㍍）∴㌻；ぶ、．、、（。）、、、＜。／
（26〉

If　the　above　does　not　ho1d，the　co1umn　wi11have　overtumed　or　be　overtuming　at6＝τ．

　　　　From　the　consid－erations　above　describe〔1，士he　simi1arity1aws　on　s亡abi1ity　or

overtuming　of　co1umns　can　be　derived．As　previous1y　mentioned，the　four　parameters

have　effects　on　stabi1ity　of　co1umns，but　these　e丘ects　can　be　reduced一士o　a　re1ation　of

two　variab1es　on1y．Name1y，from　Eqs．（13），（18），■o，Bo　and　C　are　a11expressed　in

the　fonowing　forml

1・・（号・1）

where　F　is　an　arbitrary　function　ofω／λand冶．

θ刎is　expressed　by　the　fo11owing：

（27／

Writeκ：ω6，then　the〃一th　so1ution

1椛（1）十・）W肌…じ1〕・・冊…／一去1／一・・i・（1・1）

1π（1）一小…／吾1／一・旭…／一÷1〕一号・…（1・1）／

／（・・）

From　these　equations，it　can　be　seen　that　every　term　ofμ冊｝and一｛B冊｝is　expressed．by

the　form（27）and　that　the　presence　of　a　zero　point6（＞≠肌）of　the作th　so1utionθ冊（6）is

determined　on1y　from士he　values　ofω／λand為．Then　the　presence　of　ininite　series

｛λ肺｝。｛B抑｝and｛㌦｝for　ininite　excitation　depends　on　ω／λand為on1y．　Therefore

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　7　一
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the　stabi1ity　condition　of　co1umns　submitted　to　ininite　excitation　is　represented　by　a

region　inω／λ一冶p1ane，and　this　region　depends　onδ。

　　　　In　tbe　case　of　inite　excitation，the　same　resu1t　is　derived－from　Eq．（26）if　N　and

δare　constant．At　this　time，〃in　Eq．（25）is　a1so　determined－on1y　fromω／λand為．

It　is　to　be　note（1that　the　resu1t　is　not　true　if　the　exciting　time　is　constant．

　　　　From　the　above　conc1usion，when　the　wave　number　of　excitation　N　and　the

damping　ratioδare　constant，the　fo11owing　simi1arity1aws　on　overtuming　or　stabi1ity

］］01d：

　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　　　　　α
　　　　（1）　Smce是＝　　＝　　　　，∫t1mes　the　acceIerat1on　amp11tude　of　excItat1on1s
　　　　　　　　　　　　　　　　　gα　g（4／∬）

equiva1ent　to1／∫times　the　ang1eα（near1y　equa1to　the　ratio　of　width　to　height）of

a　CO1umn．

　　　　（2）　smceλ＝〉39／47，∫t1mes　the　frequency　of　exc1tat1on1s　equ1va1ent　to∫2

times　the　size　of　a　co1umn．

These　simi1arity1aws　have　been　pointed　out　from　the　consideration　of　periodic　so1ution

or　experimenta1resu1ts　in　the　former　investigations，but　here，a　transient　rocking

motion　of　a　co1umn　with　damping　ratioδby　N－wave　excita士ion　has　been　considered．

These　resu1ts　are　approximate1y　true　because　they　are　based　on　Eq．（3）．

　　　　Figs．3and4show士he　responses　of　the　mode1s　A－1，2and　B－1，3for　the　common

va1ues　ofωノλandゐin　the　case　of　N＝3．In　these　igures　the　ang1eαof　each　mode1

is　shown　in　a　same　sca1e　and　the　damping　ratioδis　taken　as1or0．9．The　cases　of

overtuming　are　shown　in　Figs．4－1，2and　those　of　non－overtuming　in　Figs．3－1，2．

The　difference　of　the　overtuming　direction　in　Fig．4－1and－Fig．4－2shows　an　eHect

θ

α

Fig．3．1

1　　　　　　　　2 SeC

Simi1arity　of　responses

for　four　mode1s　in士he

CaSe　Of　nOn－0Verturning

（為＝1．5，ωμ＝2．9，δ＝1）

一α 8－1A－1　A－2　B－3

θ

α

■α

8－1　　A－1

SeC

Fig．3．2

A－2　　　　i3

Simi1arity　of　responses

for　four　mode1s　in　the

CaSe　Of　nOn－OVerturning

（ん＝1．5，ωノλ＝2．9，δ＝

O．9）
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θ

B＿1　　A－1　　A－2　　　8－3一

Fig．4．1

2　　　　　　sec

Simi1arity　of　responses

for　four　mode1s　in　the

case　of　overturning（為＝

1．5，ω／λ＝3．1，δ＝1）

一α

θ

d

Fig，4．2

2　　　　　　　sec

A－2　　　8－3

Simi1arity　of　responses

for　four　mode1s　in士he

CaSe　Of　OVerturning（為＝

15，ωμ＿31，δ＝09）

of　damping．From　these丘gures　it　can　be　seen　that　the　responses　of　these　mode1s　agree

precise1y　exc1usive　of　the　diHerence　ofθ一and　time　sca1e．

　　　　It　seems　to　be　impossib1e　to　obtain　the　region　of　stabi1ity　or　overtuming　theo－

retica11y　because　the　ana1ytica1so1ution　of　transcendenta1equation　is　necessary　for

that　purpose．Hence，some　particu1ar　cases　based　on　approximation　or　numerica1

ca1cu1ation　wi11be　described　in　the1ater　parts．

（2）　guasi－static　overturI1ing　of　a　co111mn

　　　　The　case　that　the　stabi1ity　condition（22）for　ininite　excitation　does　not　ho1d　for

the五rst　term（〃：0），that　is，λo≧O　gives　a　specia1case　of　overtuming．For　this

case　the　co1umn　wi11overtum　as　previous1y　described，but　furthermore，it　can　be　seen

that　the　co1umn　wi11overtum　without　rocking　afterits　irst　motion．Name1y，the　part

α十λoe”十Boe■”in　the　irst　so1utionθo　is　increasing　with差because　that■o≧0＞Bo．

since　the　remaining　Part－csin（ω4＋β）inθo　is　periodic，ifθo＞0for　o＜彦＜（π／2一β）／ω，

thenθo＞0for　any　va1ue　of6＞0．　Expandingθo　into　a　Tay1or　series　and　considering

θo＝θo＝6o＝0at6＝0，the　fo11owing　equation　is　obtained：

θ。一工θ；（η）がO＜η＜1

　　　　6
（29）

Using　Eq．（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ；（η）＝λ3∠。θ1Lλ3B。θ一11＋ω3C…（ωη十β）　　　　　（30）

From　Eqs．（29）and（30），it　can　be　seen　thatθo＞0for　o＜ま＜（π／2一β）／ω．Thus　the

so1utionθo　wi11diverge　without　taking　zero，name1y，the　co1umn　wi11overtum　without

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　9　一
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・ocking．

　　　　Now，the　condition　that！o≧0is　equivalent　to　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω≦ωo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

Solving　the　above　for　the　acce1eration　amp1itudeα，the　fo11owing　re1ation　is　obtained：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α≧9αノ1＋（ω／λ）2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

Wh・・ω一（〕1thi・・g・…withth…一・・11・d・t・ti・…diti…f・…t・mi・gb…d。。

Eq．（3）．　Fig．5shows　the　re1ation（32）for　the　mode1s　A－1，B－1and　C－1．　As　is　shown

i・thi・ig・…th…q・i・・d・…1…ti・・b…m・・…y1・・g・f・・highf・・q・…y．Th。・，

thi・ki・d・f・…t・mi・gi・p…ib1・t・・・…i・th・・・…f…it・ti・・with1・wf・・q・…y

and　large　amp1itude． In　that　meaning　it　may　be　ca11ed　a　quasi－static　overturning．

Si…th…1…f・ig1・th・・d・id・・f（32）b…m…m・11・・withi・・・…i・g・fλ。。d

d・・・…i・g・fα・th・・…h・・・…t・mi・gm・yb・th・m…p・・b・b1・f・・。1。。d。。。。d

smal1columns．　In　this　case　the　damping　ratio　need　not　to　be　considered　because　of

n（）collision．Fig．l1shows　the　response　of　the　mode1A－1for　the　excitation　with

f…1・…y・f2H…dg・・d・・1lyi・・・・…d・…1…ti…mp1it・d・．1・thi…mp・t・一

tion　the　non－1inerarequation（1）was　used．　It　can　be　seen　that　the　minimum　acce1era．

ti…mp1it・d・f・・…一…ki・g・…t・mi・g・lm・・t・g・…withth…1…fFig5．

（1．5

9
ε
這1

1
⑭…＝
…

〈O．5

λ
c
　　’、

φ、
　　ら’

θ

α

Fig．5

　　1　　2　　3　　4　　5
　　　　　Frequency（Hz）

The　range　of　quasi－static　over－

turning　for　thrcc　mo（lcls

（

o

一α

（岬

〔
’　1
’　1
’　1

Fig．6

1　　1

　） ）　　）

l　l　　　　t
l　l　　，
1　’
1　’

、、㌧1・p・1

）　ACC61．

　　　　｛2Hz，

Response　of　the　mode1A－1

depending　on　input　a．ccelera－

tion　amplitude（case　of2Hz）

　　　　I・th・b・gi・・i・g・th・…it・ti・・w・…pP…dt・b・i・丘・it・，b・t・1…1yiti・・。t

nec・s…y・Th・w・・…mb…f…it・ti・…q・i・・df…q…i一・t・ti・・…t・mi・g

can　be　estimate（l　by　use　of　the　first　of　the　condition（l1）．　Letτbe　the　time　of　the

・nd・f…it・ti・…dN＋1（Ni・p・・iti・・i・t・g・…d0≦1＜1）b・th・w・…㎜b。。，

then　the　non－rocking　overtuming　condition　from　the　free　rocking　motion　after2＝τ

is　given　by

一10
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。r㌫ニニ1㌘s：に2、、。、。、、×、、、c。、2、、．λ、、i，2、、十2、、。、一一｝＞。／（・・）

Since！o≧O）〉13o，the　second　of（33）ho1ds　regard1ess　of　lV　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　1　　　　ω　　　1　　1　　　　ω
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　tan－1一＜ε＜二一十　　　tan－1－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　2π　　　　　　λ　　　　　2　　2π　　　　　　λ

（34）

Thus　one　ba1f　wave　of　exci士ation　is　su冊cien亡for　overtuming，and　in　the　case　of1arge

size　co1umn　and　high　frequency　of　excitation，about　a　quarter　wave　is　su冊cient．

（3）gmsi－stab1e　rocking　motio皿ofa　colum皿

　　　　Ifω≧ωo，one　or　severa1times　rocking　wi11o㏄ur．Here，an　approximate　estima－

tion　on　the　safety　of　a　co1umn　for　the　case　ofω≧ω｛，andδ＝1is　considered．　In　this

case，from　Eq。（17），the　fo11owing　is　obtained：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜B。＜B。＜B。＜0＜B。＜B。＜…　　　　　　　（35）

Then　the　stabi1ity　condition（22）is　equiva1ent　to亡he　re1ationλ肌B冊＞O．Hence，the

co1umn　wi11rock　at1east〃times　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んBπ＞0　〃＝0，1，2，…，〃一1　　　　　　　（36）

Using　Eq。（16）and　thatθ肌（6肌、1）＝0（勿＝0，1．2，＿），λ肌B冊is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冊一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ冊B冊＝λoBo＋αCΣ（一1）｛sin（ωら、1＋β）　　　　　　　　　　　　　　（37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＝0

Since　a　further　estimation　o｛the　above　is　di冊cu1t　because　the　va1ue　of㌦is　not　ana1y－

tica11y　obtained，then　a　sufacient　condition　for　the　re1ation　（36）is　considered　here・

Name1y，supPosing士hat（一1）｛sin（ωら十1＋β）＝一1and－substituting　Eq・（37）into（36），

the　fo11owing　relation　is　obtained：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ。B。＞（〃一1）αC　　　　　　　　　（38）

Subs士itution　of　Eq．（！8）gives

号・）糾（∬■1）后一1＋岬2＋芸”■1）后i1ア十4（皿’1吊
（39）

This　gives　one　of　the　su舐cient　condi士ions　in　order　to　rock　more　than〃times　for

inini士e　excitation．In　that　meaning　it　may　be　ca11e（1quasi－stab1e　rocking　motion

with　an　index∬representing　the　number　of　rocking．

　　　　The　relation（39）for　various　va1ues　of皿is　a1most1iner　inω／λ一為plane　except

forλ1＝1as　is　shown　in　Fig．7．　In　the　right　side　region　of　the　curve　for　each”the

co1umn　wi11not　overtum　before〃times　rocking．This　igure　can　be　used　for　rough

estimation　of　the　safet▽of　co1umns．For　examp1e，in　the　case　of　the　same　va1ues　of

ωand為，the　sma11erλis，the1arger　becomesω／λ；then　the1arger〃can　be　taken．

Name1y，when　simi1ar　co1umns　are　submitted　to　the　same　excitation，the1arger　co1umn

has　the　more　stabi1ity．But　this　is　not　a1ways　an　exact　estimation　as　wi11be　shown

1ater．

一11一
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A　diagram　for　quasi－stab1e　rocking　motion，and　numerica1

simu1ations　in　the　case　of　N－waves　excitation

　　　　Now，in　order　to　have　an　approximate　estimation　for　t1〕e　case　of丘nite　excitation，

1et　us　assume　that

　　　　（1）　if　the　co1umn　bas　a　rocking　after去二τfor　ininite　excitation，it　wi11not

overturn　though　the　excitation　ends　a士’：τ，and　that

　　　　（2）　the　mmber　of　rocking　is，in　average，1ess　than　two　per　period　of　excitation．

These　assumptions　are　considered－to　be　near1yreasonab1e　for　acomparative1ongexcita－

tion．From　these　assumpticns　it　is　derived　that　the　co1umn　submitted　to　N－wave

excitaticn（N：interger）wi11quasi－statica11y　overtum　in　the　area　of〃≦1in　Fig．7，

wi11not　overtum　in〃＞2N＋1，and　both　cases　are　possib1e　in1＜∬≦2N＋1．　As　an

examp1e，the　resu1ts　of　simu1ations　using　the　mode1A－1for　N：5，10，15are　p1otted　in

Fig．7，in　which　the　va1ue　of為is　taken　as1，1．5and1．8．It　can　be　seen　from　this

igure　that　the　above　estimation　rough1y　app1ies　and　that　it　is　rather　overestimation　for

safety　when　N　is1arge．　This　igure　a1so　shows士he　we11－known　tendency　that　the

overturning　acce1eration　is　near1y　equa1to　the　static　overturning　acce1eration　in　the

range　of1ower　frequency，but　it　rapid1y　becomes1arger　as　the　frequency　increases．

（4）　1＝11e　overtuming　dia．9ra．m　for　three－wave　excitation

　　　　Here　the　case　of3－wave　exci士ation　is　considered　as　an　examp1e　of　dynamic　over－

turning　diagram　inω／λ一んp1ane．In　this　case，the　numerica1method　is　used　and　the

va1ue　ofδis　taken　as1．

　　　　Fig．8shows　the　resu1t　of　computation　in　the　range　of1．15≦為≦！．9．Like　this

丘gure，the　overtuming　condition　for　N－wave　excitation　is　genera11y　given　by　an

intricate　area　with　many　branches．The　overturning　for　sma11er　va1ue　ofλand　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－12一
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non－overturning　for　its1arger　va1ue　corres－

ponding　with　the　same　va1ues　ofωand一為

can　be　found　in　this丘gure．Name1y，when

the　simi1ar　co1umns　are　submitted　to　the

same　excitation，it　ispossib1ethatthe1arger

co1umn　overtums　and　the　smal1er　does　not．

　　　　In　order　to　apP1y　this　diagram　to

individua1co1umns　with　various　sizes，it　is

convenient　to　change　it　into　a　diagram　in

／＿1（p1ane，、vhereプis　the　frequency　of　exci＿

tation　and　K　tbe　usua1scale　of　earthquake

intensity（αノg）．For　simp1ici士y，the1inear

approximation　of　the　curve　in　Fig．8is

considered－here．Namely，using　the1ines

of〃＝5andハ∫＝11in　Fig．7，theω／λ一為

p］ane　is　divided　into　three　regions　as　shown

in　Fig．8．The　irst　gives　the　almost　over－

turning　area．

k

1．5

①　　　　②　　③
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7

0verturn
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　。。、4、、、tu，n

　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　り　　ミ／

　　　　　　’’　　　　　　　　〃・
　　　　　　ミ　　　　　ミ

Fig．8

　　2　　　3　　　4　　　坐
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　入

Overturning　diagram　for3－wave
eXCitatiOn

　　　　　　　　　　　　　In　the　second皇the　co1umn　wi11overturn　or　not，but　in　practice，con－

sidering　tbe　rea1conditions　as　damping　e丘ec士，it　wi11hard1y　overtum1The　third

gives　the　non－overturning　area．

　　　　Using　the　relations　of　K一んandωノλプ，the　above　three　regions　can　be　trans1ated

into　those　in∫一K　p1ane．By　such　transIations　the　overtuming　conditions　of　some

K

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

δン㌔　　　　　2

、海　1
0．61　　　　　10．4　　　　　　0．2

、里1．．．．毫、．．．．、．ユ

肖．皇．．．．．．．二．．．．．．．．．、．．．．．．．．．．．．．

　　　i　1．／・1．　　　　　　　4

　　レ1一
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　　　11
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　　　1！
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　　　　㌻
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Translation　of　the　overturning　diagram　into．戸K　plane（case

of七he　mode1A－2and　B－1）
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co1umns　can　be　compared．As　an　examp1e，the　case　of　the　mode1s　A－2and　B．1are

・h・w・i・Fig・9・I・th・…g・・f伽i・Fig・9，th…1・m・B－1wi11・…t・m，whi1．th．

co1umn　A－2wi11overtum　or　not，and　especia11y　it　wi11not　overtum　in　the　shadowed

area．Fig．10shows　the　responses　of　both　mode1s　in　the　shadowed　area．Like　this

th…1・㎜・whi・hh・…m・11・…li・・fwidlht・h・ight・・dm…p…ibi1ity・f。・。。一

亡・mi・gi・・pP・・・・・…d・・…t・1w・y・…i1y・…t・m・・mp・・i・gwithtl、。。。1。㎜

which　has　a1arger　ratio　and1ess　possibi1ity　of　overtuming　in　appearance，if　the　former

has　a1arger　size　than　the1atter．

θ

d（　（　！1
　　　　　、　　　　　　　　　　、　　　　　　　’　　、

　　　　　　1111、、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11

　　　　　　　　　　’　　　　、

α　　＼ノ　　㌧

　　　　　　　　　　　　　　A－2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2sec

）＼1・p．tA。・。1．

8－1

Fig・10Th・…p・・・…ftw・m・d・1・i・士h・・h・d・w・d・…i・Fig．9

　　　　　　　（case　of∫＝2．5Hz　an（1K＝O．44）

　　　　O・thi・ph…m・・・・…m…t・・1d・t…dth・…ti・・1・t・dyf・・mth・p・i・t．f

・i・w・f・…gyw…gi…by1k・g・mi・・dKi・hi・…（1947．1950）i・th・i・・tp1・・。．

I・th・p・・…tw・・kitw・・f…dth・tth・・b…ph…m・…w・・g・・…l1y・bl・t。

occur　in　the　case　of　the　overtuming　caused　by　severa1waves　excitation．

5．　　Conclrユ1sion

A・…id…ti・…dmm・・i・・1・im・1・ti・・・・・・…t・mi・g・f・・imp1・…1d・g

mode1have　been　done．The　resu1ts　obtaine（1are　as　fo11ows：

　　　　（1）　The　condition　for　overturning　or　stabi工ity　of　co1umns　submitted　to　the

・im・・id・1…it・ti・・i…p・・…t・dby…gi・・i・ω／λ一為p1…，・・dthi…gi・・d・p・・d・

on　the　wave　number　of　excitation　and士he　damping　ratio　of　angu1ar　ve1ocity　at　co11ision．

　　　　（2）When　the　wave　mmber　of　excitation　and　the　damping　ratio　are　constant，

two　simi1arity1aws　are　derived　from　the　above　resu1t．NameIy，∫times　the　a㏄e1era．

tion　ampIitude　of　excitation　is　near1y　equivalent　to1／∫times　the　ratio　of　width　t0

h・ight・f…1・m・…d∫tim・・th・f・・q・…y・f…i士・士i・・i・・q・i・・1・・tt・∫・tim。。

tbe　size　of　a　co1umn．

　　　　（3）Byt・…ユ・ti・g・・・…t・mi・gdi・g・・mi・ω／λ一冶p1…i・t・μp1…，th．

o…t・mi・g・f・・1・㎜・with…i・…i・・・…b…mp…d．A・・・…mp1・，th・。。。。

of3－wave　excitation　and　non－damping　was　shown．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一14一
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　　（4）When　the　re1ation（32）ho1ds，the　co1umn　wi11overtum　without　co11ision

after　its　irst　motion．A　re1ative1y1ow　frequency　and　a1arge　amp1itude　of　exci亡ation

are　required　for　this　kind　of　overtuming．

　　（5）When　the　re1ation（39）ho1ds，the　co1umn　wi11rock　more　than〃times．

T1］is　con砒ion　gives　a　rough　estimation　for　the　safety　of　a　co1umn．

　　The　author　thinks　that　an　experimenta1study　is　remaining　to　be　done　in　this

work　an（1the　effects　of　ver士ica1excitation　must　be　taken　into　account　in　future．

　　The　author　wishes　to　express　thanks　to　Dr．Takeo　Kinoshita，Nationa1Research

Cen亡er　for　Disaster　Prevention，for　his　advices　in　the　course　of　this　work．
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角柱のロッキソグと転倒に関する一考察

　　　　　　　　　小　川　信　行

　　国立防災科学技術セソター第二研究部耐震実験室

　角柱のロッキソグと転倒については，墓石の転倒を利用した地震動の推定と関連して古くから調べら

れており，最近では地震時の家具，機器等の転倒防止の点からも関心がもたれている．本稿では従来か

ら取り扱われてきた単純なロッキソグモデルを考え，正弦波加振による転倒安定について相似律を含め

二，三の特徴について検討した．ロッキング運動の際に生ずる衝突現象は重要な問題点であるが，本稿

では簡単のために衝突時に］定の減衰率でエネルギーが失われるものと仮定した．

　転倒条件については従来から静的加速度による判定法が使われており，またその欠点を補うためにエ

ネルギー的観点にもとづく評価も行なわれてきたが，転倒に至るまでの動的な挙動については未知の点

が多い．すなわち，静的加速度による判定は単に浮き上がるための必要条件を与えるにすぎないことは

しぼしぱ指摘されている通りであり，またエネルギーを考慮する方法は，1／4正弦波加振を考え，地動

のなした仕事と角柱のポテソシャルエネルギーを比較し，前者カミ大きい場合は転倒するものとしている．

これらの方法では角柱がロヅキソグ運動をくり返す場合についての考察ははじめから除外されている．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一15一



Report　of　the　Natlona1Research　Center　for　Disas七er　Prevention，No．18，No▽ember1977

ロッキソグ運動を振動論帥こ取り扱う場合，衝突現象を本稿のように単純化して扱っても，衝突前後の

振動方程式の切り換えによる非線形性が残ることになり，これが一般的な坂り扱いを困難にしているも

のと思われる．

　正弦波加振をうける角柱のロッキソグ運動では，最初の数波加振で転倒しない場合は周期解に漸近す

るものと思われ，この意味で初期の過渡的な応答が重要となる．本稿ではこれについて二つの点を明ら

かにした．一つは無限に続く正弦波加振をうける角柱が浮き上がりの後，再び床面に衝突することなく

転倒に至る（従って衝突によるエネルギー減衰は考えなくてよい）ための条件を示し，その場合の最少

加振波数についても検討Lた．低周波数，大振幅の地動による転倒はこの条件で与えられる．もう一つ

は安全側の評価についてである．すなわち，角柱が”回以上ロックするための一つの十分条件を示し，

加振波数との関連について近似的な検討を行った．この条件は衝突時のエネルギー減衰がないものと仮

定して得た、”カミある程度大きい場合，角柱のロッキソグは周期解に近づき転倒しないことにたる．

これら二つの条件はいずれもω／λ（無次元振動数）を横軸，為（無次元振幅）を縦軸とする平面で転倒側

および安全側の二つの領域を与える、この二つの領域の中間部分は”が小さい，すなわち数回ロック

して転倒に至る場合を含み，過渡応答の様相も複雑で取扱いが困難となる．この場合を含め，］般に正

弦N波加振による転倒安定を扱うには，一つのモデルによる数値シミュレーシヨソの結果を相似律を

介して種々の角柱に適用するしかないと思われる．これについて本稿では従来から知られている振幅お

よび振動数に関する二つの相似律カミ成立つには加振波数および衝突時のエネルギー減衰率が一定という

制隈条件が必要であること，その場合には過渡的なロッキソグ運動からの転倒を含めてこれらの相似律

が成り立つことを指摘した．この相似律は角柱の転倒安定がω／λ一為平面のある領域で与えられること

と等価である．衝突によるエネルギー減衰率は一般に角柱の形状，衝突の反掻係数等に依存することが

従来の研究で明らかになっている．したがってこれらの相似律は近似的にしか適用できない．特定地点

の地震動を正弦波で代；用する場合，加振波数は一定であり，またほぼ同程度の形状，基盤条件をもつ角

柱の集合を考える場合，エネルギー減衰率はほぽ一定と考えられる．この意味でω／λ一為平面での転倒

安定線図をあらかじめ数値シミュレーショソによって求めておげぼ種々の大きさをもつ角柱の動的挙動

について近似的な判定が行える．本稿ではその一例として3波加振の場合の結果を示した．またこの結

果を用いて，形状からみて転倒しやすいものでもスケールが大きい場合は逆に転倒し難いという従来か

ら知られている現象，さらにこれと対照的に相似な二つの角柱で大きいものが転倒し，小さいものが転

倒しない場合も存在しうることを指摘した．
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